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Sommario

Per molto tempo in ambito professionale si è ritenuto che un approccio
lineare fosse sufficiente ed esaustivo per affrontare le problematiche legate
alla progettazione strutturale. Oggi però si è diffusa la consapevolezza che in
molti casi non può essere adottata esclusivamente una formulazione elastica.

Un ruolo importante in questo senso è stato svolto dalla sensibilizzazione
verso le tematiche della progettazione in zona sismica, portate in primo piano
sia dalle esperienze di eventi occorsi negli anni recenti che dalla emanazione
di apposite norme. Infatti, la valutazione delle azioni sismiche in funzione
dei differenti stati limite e quindi dei rispettivi tempi di ritorno degli even-
ti, induce a considerare il comportamento strutturale alla luce dei fenomeni
non lineari. In teoria è possibile ricorrere in tutti i casi ad approcci elastici, ma
questo solo accettando notevoli spese per la realizzazione di edifici caratteriz-
zati da una elevata resistenza. Pertanto si ritiene più conveniente progettare
le strutture basandosi sulla duttilità e sulla capacità prestazionale.
Per far questo non è però possibile prescindere dalla valutazione delle carat-
teristiche di non linearità che tipicamente governano il comportamento dei
materiali e delle strutture e che può essere di vario tipo.

La nonlinearità è innanzi tutto caratteristica dei materiali, perché i lega-
mi costituitivi reali dei materiali tipici utilizzati nell’edilizia sono ben lontani
dai modelli elastici utilizzati classicamente in fase di progettazione. L’ap-
prossimazione lineare, comunemente adottata e valida per verifiche nel caso
di piccole deformazioni, è però inaccettabile nel momento in cui si spinga
l’analisi fino alla rottura del materiale (come nel caso sismico).
Un secondo aspetto è quello della nonlinearità geometrica degli elementi con-
siderati, tanto più importante quanto più si vuole spingere l’analisi strut-
turale per cogliere la capacità ultima. Nelle formulazioni in piccoli sposta-
menti infatti la valutazione delle equazioni di equilibrio è compiuta nella con-
figurazione indeformata della struttura. I carichi sismici possono essere però
di tale entità da procurare delle deformazioni notevoli e conseguentemente
potrebbe essere causa di gravi errori fare riferimento soltanto alla configu-
razione indeformata. Si rende allora necessario considerare la valutazione
dell’equilibrio nella configurazione deformata della struttura e per far ciò è
necessario formulare il problema nell’ipotesi di spostamenti finiti.
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SOMMARIO

In tale ambito si colloca questo lavoro, che è consistito nello studio delle
nonlinearità materiale e geometrica partendo dalle formulazioni di base dei
problemi di campo, fino a giungere allo sviluppo di elementi finiti.

Il percorso compiuto per giungere a tale risultato è stato contrassegnato
dall’analisi, dalla implementazione e dalla verifica dei seguenti modelli:

• trave alla Eulero-Bernoulli bidimensionale con legame elastico
• trave alla Eulero-Bernoulli tridimensionale con legame elastico
• trave alla Eulero-Bernoulli bidimensionale a fibre con legame elasti-

co
• trave alla Eulero-Bernoulli bidimensionale a fibre con legame elasto-

plastico
• trave alla Eulero-Bernoulli tridimensionale a fibre con legame elasti-

co
• trave alla Eulero-Bernoulli tridimensionale a fibre con legame elasto-

plastico
• trave alla Timoshenko bidimensionale a fibre con legame elastico
• trave alla Timoshenko bidimensionale a fibre con legame elasto-

plastico
• trave alla Timoshenko tridimensionale a fibre con legame elastico
• trave alla Timoshenko tridimensionale a fibre con legame elasto-

plastico
• trave alla Eulero-Bernoulli tridimensionale a fibre con legami del

materiale acciaio e calcestruzzo
• trave in spostamenti finiti e rotazioni infinitesime bidimensionale a

fibre con legame elastico
• trave in spostamenti finiti e rotazioni infinitesime bidimensionale a

fibre con legami del materiale acciaio e calcestruzzo

Gli elementi sviluppati sono stati implementati in FEAPpv, un programma
agli elementi finiti sviluppato per usi didattici e di ricerca da Robert L. Taylor
docente presso la University of California at Berkeley.

I risultati ottenuti sono stati verificati ricorrendo a altri programmi di ana-
lisi strutturale nonlineare, soprattutto SeismoStruct, che è un programma agli
elementi finiti a fibre in grado di analizzare strutture in grandi spostamenti e
tenendo conto della nonlinearità del materiale.
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CAPITOLO 1

I modelli per il problema di trave in piccoli spostamenti

1.1. Le definizioni geometriche

Con il termine trave si intende un corpo tridimensionale per il quale due
dimensioni sono trascurabili rispetto alla terza. Considerando di avere la
sezione di trave posta nel piano yz e supponendo di traslarla in direzione x
per descrivere il corpo, è possibile definire l’asse della trave come il luogo
dei baricentri delle sezioni. Gli assi x, y e z sono assi locali della trave, ovvero

Figura 1.1: modello di trave tridimensionale e sistema di riferimento
adottato.

relativi alla trave specifica oggetto di indagine; essi si distinguono dagli assi

3



I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

del riferimento globale X,Y e Z ed il passaggio da un sistema di riferimento
all’altro avviene attraverso un operatore matriciale di cambio di coordinate.
Si definiscono u, v e w le componenti di spostamento rispettivamente nelle
direzioni x, y e z, mentre ϑx, ϑy e ϑz le componenti di rotazione intorno agli
assi x, y e z.

1.2. Il modello alla Eulero - Bernoulli

La formulazione del problema di trave alla Eulero-Bernoulli è caratteriz-
zato dalla assunzione che le sezioni piane perpendicolari all’asse della trave
rimangano piane e perpendicolari all’asse durante la deformazione (figura
1.2).

Figura 1.2: configurazione indeformata e deformata di una generica
trave nel modello all’Eulero-Bernoulli.

1.2.1. Il problema bidimensionale. Assumendo che il piano xy sia di
simmetria totale, sia rispetto alla geometria che rispetto ai carichi, è possibile
limitare lo studio del problema al solo piano di simmetria.

4



1.2 IL MODELLO ALLA EULERO - BERNOULLI

1.2.1.1. Le relazioni cinematiche. Si ipotizza che il campo degli spostamen-
ti di un generico punto sia funzione sia della coordinata preferenziale (x),
che della posizione rispetto l’asse di simmetria (y); le singole componen-
ti di spostamento, invece, si assumono funzione soltanto della coordinata
preferenziale:

(1.1)

s = s(x, y)

u = u(x)

v = v(x)

ϑz = ϑz(x)

Valutando un generico campo di spostamenti (figura 1.3), è possibile porre:

(1.2)

{
sx(x, y) = u(x) − yϑz(x)

sy(x, y) = v(x)

per la quale si ha che le sezioni rimangono piane, mentre non si sta richie-
dendo l’ortogonalità tra le sezioni e l’asse. Imporre anche questa condizione
significa imporre che sia nulla la deformazione di taglio:

(1.3) γ = v′ − ϑz = 0

Dato che le componenti della deformazione sono date dalle relazioni:

Figura 1.3: generico campo di spostamento.
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I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

(1.4)






ε =
du

dx

γ = v′ − ϑz

χ =
dϑz

dx

le uniche componenti della deformazione nel caso piano possono essere
espresse come:

(1.5)






εxx =
dsx

dx
=

du

dx
− y

dϑz

dx

εxy =
1

2

(
dsy

dx
+

dsx

dy

)
=

1

2

(
dv

dx
− ϑz

)
= 0

e quindi:

(1.6)






εxx = ε − yχ

εxy =
1

2
γ = 0

1.2.1.2. Le relazioni statiche. Assumendo che ci siano soltanto due compo-
nenti non nulle di tensione, ovvero σxx 6= 0 e σyx 6= 0, si hanno soltanto tre
tipi di azioni agenti, ovvero (figura 1.4):

• azione assiale
• momento flettente attorno all’asse z
• azione tagliante in direzione y

e le formule che permettono di definirle sono relazioni di integrazione delle
tensioni sulla generica sezione:

(1.7)






N =

∫

A

σxxdA

M = −

∫

A

yσxxdA

V =

∫

A

σyxdA

Considerando di avere dei carichi distribuiti agenti assialmente (p) e trasver-
salmente (q), le equazioni di equilibrio del problema sono:

(1.8)






dN

dx
+ p = 0

dMz

dx
− Vy = 0

dVy

dx
− q = 0
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1.2 IL MODELLO ALLA EULERO - BERNOULLI

1.2.1.3. Le relazioni costitutive. Le relazioni di legame tra le componenti di
sforzo e di deformazione considerate nel caso bidimensionale perfettamente
elastico sono:

(1.9)
{

σxx = Eεxx = E(ε − yχ)

σyx = 2Gεxy = Gγ

che se sostituite nelle relazioni della (1.7) permettono di ricavare le relazioni
costitutive locali della trave:

(1.10)






N =

∫

A

σxxdA ⇒ N = EAε

M = −

∫

A

yσxxdA ⇒ M = −EIzχ

V =

∫

A

σyxdA ; Vy = κGAγ

nella quale il κ è un fattore correttivo per il taglio che nasce da una inconsi-
stenza teorica del modo di procedere. Da un lato infatti si ipotizza di avere
una superficie laterale scarica, e quindi σxy = 0, ma dall’altro si pone una

Figura 1.4: sollecitazioni agenti in una generica sezione di trave.
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I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

deformazione a taglio costante nella sezione: questo, per la relazione (1.9),
genera una incongruenza sanabile attraverso l’impiego di tale fattore.

1.2.1.4. L’equazione della linea elastica. Utilizzando un approccio alla Eulero-
Bernoulli fissando le ipotesi che:

• si conservino le sezioni piane
• si conservino le sezioni normali all’asse della trave e pertanto sia

nulla la deformazione a taglio
• l’azione assiale sia disaccoppiata dalle altre

si ha che, come visto dalla (1.3) e dalle relazioni seguenti:

(1.11) γ = 0 ⇒ ϑz =
dv

dx

inoltre:

(1.12)

d2M

dx2
− q = 0

M = EI
d2v

dx2





⇒ EI

d4v

dx4
− q = 0

1.2.1.5. La formulazione diretta del problema della trave. La formulazione
della linea elastica permette di trovare la rigidezza di un elemento trave da-
to, intentendo per rigidezza il sistema di forze prodotte da uno spostamento
unitario imposto. Dato un vettore v̂ di spostamenti nodali definito come:

(1.13) v̂ =
{

û1, v̂1, ϑ̂1, û2, v̂2, ϑ̂2

}T

ed un vettore F delle reazioni nodali corrispondenti (figura 1.5):

(1.14) F = {N1, V1,M1, N2, V2,M2}
T

è possibile costruire la relazione tra v̂ e F definendo l’operatore Ke, che è la
matrice di rigidezza elastica della trave, tale da soddisfare la relazione:

(1.15) F = Kev̂

1.2.1.6. La formulazione del problema della trave in forma residuale. Per ap-
proccio residuale al problema di campo si intende quella formulazione che si
basa sulla scrittura dell’equazione di equilibrio:

(1.16) R(u) = Fext − Fint = 0

8



1.2 IL MODELLO ALLA EULERO - BERNOULLI

Figura 1.5: rappresentazione dei gradi di libertà nodali e delle
reazioni nodali.

nella quale F ext è il vettore delle forze esterne, mentre F int è il vettore delle
forze interne. L’equazione (1.16) definisce il residuo in funzione del vettore u
degli spostamenti nodali del sistema e l’obiettivo per la risoluzione è di mi-
nimizzare il residuo fino a farlo diventare in modulo minore della tolleranza
ammissibile:

(1.17) R(u) = Fext − Fint ≤ ε

Il vettore u soluzione è quello in funzione del quale il residuo soddisfa la
condizione (1.17).

La scrittura di un problema in forma residuale ha senso ed è utile nel
caso in cui si valutino relazioni non lineari, per le quali non è sempre possi-
bile trovare la soluzione con un solo passaggio di inversione algebrica ma è
necessario procedere per via iterativa.

Un possibile approccio che permette di procedere iterativamente fino a
trovare la soluazione è quello di scrivere una approssimazione del residuo al

9



I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

passo tn+1 utilizzando il metodo di Newton:

(1.18) Rn+1(u) ≈ Rn(u) +
∂Rn(u)

∂u
du

e arrivare a convergenza in corrispondeza della condizione:

(1.19) Rn+1(u) ≈ Rn(u) +
∂Rn(u)

∂u
du ≤ ε

1.2.1.7. L’ambito statico e l’ambito dinamico. La differenza tra la valutazione
del problema in ambito statico ed in ambito dinamico è data dalla necessità
di considerare o meno le forze d’inerzia nel contributo delle forze interne.
Supponendo di proporre la relazione nel caso del continuo statico nella forma
scalare del lavoro virtuale, si ha:

(1.20)
∫

Ω
δuT b dΩ

︸ ︷︷ ︸
δLe

−

∫

Ω

(
∇Sδu

)T
σ dΩ

︸ ︷︷ ︸
δLi

= 0 ∀δu

nella quale u è il vettore degli spostamenti del sistema, b è il vettore della
forze esterne e σ è il vettore delle tensioni agenti.

Nel caso invece del continuo dinamico è necessario aggiungere il contri-
buto delle forze d’inerzia, che porta a riscrivere l’equazione come:

(1.21)
∫

Ω
δuT b dΩ +

∫

Ω
δuT ρ a dΩ

︸ ︷︷ ︸
δLe

−

∫

Ω

(
∇Sδu

)T
σ dΩ

︸ ︷︷ ︸
δLi

= 0 ∀δu

essendo a il vettore delle accelerazioni.

1.2.2. La formulazione agli elementi finiti. Il problema della trave co-
munemente descritto è un problema differenziale, retto nella formulazione
dell’Eulero-Bernoulli da una equazione di quarto grado.

La filosofia di azione che è dietro al metodo agli elementi finiti è pensare
di integrare tali relazioni differenziali e poi trasformarle in una forma alge-
brica introducendo un campo di approssimazioni opportune; evidentemente
la scelta di tale campo presuppone un problema di discretizzazione.

1.2.2.1. La formulazione debole e la formulazione forte. In genere si fa riferi-
mento alla forma differenziale definendola formulazione forte, mentre la forma
integrale è comunemente chiamata formulazione debole.

10



1.2 IL MODELLO ALLA EULERO - BERNOULLI

Partendo dunque dall’equazione della linea elastica già vista nella (1.12):

(1.22) EIvIV − q = 0

e supponendo di moltiplicarla per una funzione w e di integrarla nel dominio
[a, b], si ottiene:

(1.23)
∫ b

a

w
[
EIvIV − q

]
dx = 0

nella quale w è definita funzione peso. Nel nostro caso si considera che w sia
della stessa natura di v, ovvero che si tratti di uno spostamento. In questa fase
la formulazione è ancora forte, perché è ancora presente la derivata quarta
dell’equazione (1.22). Se però si integra due volte la (1.23) si ottiene:

(1.24)
∫ b

a

[
w′′EIv′′

]
dx =

∫ b

a

[wq] dx − V w|ba + Mw′|ba

nella quale V è il taglio agente e M il momento. Quest’ultima relazione è
quella che sancisce il passaggio dalla forma forte a quella debole, essendone
prova il fatto che ora il problema è descritto solo da derivate seconde.

1.2.2.2. L’approssimazione del campo degli spostamenti. Si introduce una
approssimazione del campo degli spostamenti ponendo:

(1.25)






v ≈
n∑

j=1

Nj v̂j

w ≈

n∑

j=1

Njŵj

nella quale gli spostamenti incogniti v e w sono approssimati con la somma-
toria del prodotto delle funzioni di forma Ni per gli spostamenti nodali v̂ e ŵ.
Le funzioni forma sono delle funzioni note, mentre gli spostamenti nodali
diventano le incognite del problema.
Supponendo che gli spostamenti nodali siano costanti, è possibile operare
la derivazione degli spostamenti derivando semplicemente le funzioni di
forma:

(1.26)

∂v

∂x
≈

∂

∂x

n∑

j=1

Nj v̂j =
n∑

j=1

v̂j
∂Nj

∂x

∂w

∂x
≈

∂

∂x

n∑

j=1

Njŵj =
n∑

j=1

ŵj
∂Nj

∂x

affinché il problema sia ben posto pertanto, si richiede che le funzioni di for-
ma siano significative anche se derivate fino al grado più alto necessario per
la risoluzione del problema.
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I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

Le relazioni della (1.25) e della (1.26) possono essere scritte utilizzando
operatori matriciali in modo da avere:

(1.27)






v ≈

n∑

j=1

Nj v̂j = Nv̂

w ≈

n∑

j=1

Njŵj = Nŵ

v′′ ≈
n∑

j=1

N ′′

j v̂j = Bv̂

w′′ ≈

n∑

j=1

N ′′

j ŵj = Bŵ

essendo:

(1.28)






v̂ = [v̂1, v̂2, ..., v̂n]T

ŵ = [ŵ1, ŵ2, ..., ŵn]T

N = [N̂1, N̂2, ..., N̂n]

B = [N̂ ′′

1 , N̂ ′′

2 , ..., N̂ ′′

n ]

Ignorando le condizioni al contorno, la formulazione debole può essere
riscritta come:

(1.29)
∫ b

a

[
(Bŵ)T EIBv̂

]
dx =

∫ b

a

[
(Nŵ)T q

]
dx

e quindi:

(1.30) ŵT

{∫ b

a

[
BT EIBv̂

]
dx −

∫ b

a

[
NT q

]
dx

}
= 0

ma l’arbitrarietà di ŵ implica che deve valere anche:

(1.31)
∫ b

a

[
BT EIB

]
v̂dx =

∫ b

a

[
NT q

]
dx

e pertanto è possibile riportare il sistema algebrico nella forma:

(1.32) Kv̂ = F

dove

(1.33)






K =

∫ b

a

[
BT EIB

]
dx

F =

∫ b

a

[
NT q

]
dx

12



1.2 IL MODELLO ALLA EULERO - BERNOULLI

1.2.2.3. Il problema residuale nella formulazione degli elementi finiti. La for-
mulazione del problema in forma residuale come descritto dalla relazione
(1.17) e seguenti, cambia nel momento in cui si opera un’approssimazione
agli elementi finiti che porti ad esprimere il campo degli spostamenti nella
forma:

(1.34)
u = Nû

δu = Nδû

ottenendo:

(1.35) δûT

∫

V

N
T
b dV − δûT

∫

V

N
T ρ a dV − δûT

∫

V

B
T σ dV = 0

che evidentemente deve essere soddisfatta per qualunque valore di δûT . La
corrispondente equazione residuale è:

(1.36) R(û) =

∫

V

NTb dV −

∫

V

NTρ a dV −

∫

V

BT σ dV = 0

1.2.2.4. Il caso statico. Qualora l’analisi del sistema venga effettuata in
condizioni statiche ci si riconduce al caso della (1.20) la cui corrispondente
equazione residuale è:

(1.37) R(û) =

∫

V

N
T
b dV −

∫

V

B
T σ dV = 0

Volendo linearizzare tale espressione rispetto al vettore degli spostamen-
ti, l’unico contributo interessato dalla linearizzazione è quello delle forze
interne, visto che:

(1.38) σ = σ (û )

ne segue che per linearizzare il residuo è sufficiente derivare rispetto al
vettore degli spostamenti nodali û il solo contributo delle forze interne:

dR(û)

dû
=

∂

∂û

∫

V

BT σ dV =

∫

V

BT ∂σ

∂û
dV =

∫

V

BT ∂σ

∂ε

∂ε

∂û
dV(1.39)

ma riconoscendo all’interno dell’integrale la matrice del legame costitutivo e
quella delle funzioni di forma utilizzate per l’approssimazione del campo di
spostamento:

(1.40)
D =

∂σ

∂ε

B =
∂ε

∂û

13
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la matrice dei coefficienti per ottenere l’incremento dR(û) assume la forma:

(1.41) KT =

∫

V

BT D B dV

e possiamo definirla matrice di rigidezza tangente.

1.2.2.5. Il caso dinamico. Se si valuta invece il caso dinamico la relazione
di partenza è la (1.21), mentre l’equazione residuale è la (1.36). Analizzando
questa nelle sue tre componenti, si ha che per calcolare la linearizzazione del
residuo il primo termine, quello relativo alle forze interne, non offre alcun
contributo perché, analogamente a prima, esso non dipende dal vettore degli
spostamenti nodali û e pertanto la sua derivata rispetto a questo si annul-
la. Sarà invece necessario considerare i contributi degli altri due termini, in
generale diversi da zero:

dR(û)

dû
=

∂

∂û

(∫

V

BT σ dV +

∫

V

NT ρ adV

)
(1.42)

É evidente che per quanto concerne il termine associato al tensore degli sforzi
σ esso si comporterà in modo esattamente uguale al caso statico, fornendo
come contributo alla linearizzazione il termine (1.41).

Il contributo del termine legato alla forza d’inerzia invece sarà dato da:

(1.43)
d

dû

∫

V

NT ρ a dV =

∫

V

NT ρ
da

dû
dV

Volendo analizzare in dettaglio la derivata dell’accelerazione rispetto al
vettore spostamento si ottiene:

(1.44)
da

dû
=

da

du

du

dû
=

da

du
N

applicando il metodo di Newmark per la risoluzione dell’equazione dinami-
ca si ottiene:

(1.45)
da

du
=

1

β∆t2

pertanto, il contributo della forza d’inerzia sarà:

(1.46)
d

dû

∫

V

NT ρ a dV =
1

β∆t2

∫

V

NT ρ N dV =
1

β∆t2
M

14
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1.2.2.6. L’operatore rigidezza della trave bidimensionale alla Eulero-Bernoulli.
Nel caso bidimensionale, alla luce degli aspetti trattati in precedenza, il
principio dei lavori virtuali:

(1.47) δLi = δLe

può essere scritto nella forma:

(1.48) δLi =

∫

Ω
σxxδεxx dΩ

Tenendo conto che l’unica componente non nulla del tensore delle defor-
mazioni per la (1.6) è:

(1.49) εxx = ε − yχ = u′

0 − yϑ′ = u′

0 − yv′′

nella quale u0 è lo spostamento in direzione x del punto della sezione
sull’asse della trave, si può porre:

(1.50) δεxx = δu′

0 − yδv′′

Pertano la relazione (1.48) può essere riscritta, sostituendo la (1.50), come:

(1.51) δLi =

∫

Ω
σxx(δu′

0 − yδv′′) dΩ.

Tenendo conto delle forze interne non nulle del sistema, già definite nella
(1.7):

N =

∫

A

σxx dA M = −

∫

A

σxxy dA(1.52)

l’equazione (1.51) diviene:

δLi =

∫

l

(∫

A

σxxdA

)

︸ ︷︷ ︸
N

δu′ −

(∫

A

σxxydA

)

︸ ︷︷ ︸
M

δv′′dl =

=

∫

l

(
Nδu′ + Mδv′′

)
dl.

(1.53)

Nell’ottica della formulazione del problema agli elementi finiti, introducen-
do l’approssimazione del campo degli spostamenti attraverso le funzioni di
forma come visto nella (1.27), avendo:

u =Nuû u’ =Buû δu′ =Buδû

v =Nvv̂ v′′ =Bvv̂ δv′′ =Bvδv̂(1.54)

Si ottiene dalla (1.53):

(1.55) δLi = δûT

∫
(Bu)T Ndl

︸ ︷︷ ︸
Fint

ax

+ δv̂T

∫
(Bv)T Mdl

︸ ︷︷ ︸
F

int
ben

15
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mentre per quanto riguarda il lavoro virtuale esterno

(1.56) δLe = δûT
F

ext
ax + δv̂T

F
ext
ben

Dalla (1.47) deriva allora:

(1.57) δLi − δLe = δûT
(
Fint

ax − Fext
ax

)
+ δv̂T

(
Fint

ben − Fext
ben

)

Scrivendo l’equazione in forma residuale, secondo la forma definita dalla
relazione (1.16), si ottiene quindi:

(1.58)

{
F

int
ax − F

ext
ax = Rax (û)

F
int
ben − F

ext
ben = Rben (v̂)

L’obiettivo è ora quello di ottenere un residuo che sia inferiore alla tolleranza
ammissibile.
Per risolvere il sistema si opera una linearizzazione della formula del residuo:

(1.59) R (x) = F
int − F

ext

dato che le forze esterne, essendo costanti, offrono contributo nullo al
problema, si ottiene:

(1.60) dR (x) =
∂Fint

∂û
dû +

∂Fint

∂v̂
dv̂

Il vettore delle forze interne è dato da:

(1.61) Fint =

[
Fint

ax

F
int
ben

]
=




∫

l

(Bu)T Ndl

∫

l

(Bv)T Mdl




pertanto la sua linearizzazione in funzione delle componenti di spostamento
porta ad avere:

(1.62)
∂Fint

∂û
=




∫

l

(Bu)T
∂N

∂û
dl

∫

l

(Bv)T
∂M

∂û
dl




∂Fint

∂v̂
=




∫

l

(Bu)T ∂N

∂v̂
dl

∫

l

(Bv)T ∂M

∂v̂
dl




Tenendo conto delle relazioni viste precedentemente:

(1.63)

∂N

∂û
=

∫

A

∂σxx

∂εxx︸ ︷︷ ︸
ET

∂εxx

∂û︸ ︷︷ ︸
Bu

dA

∂N

∂v̂
= −

∫

A

∂σxx

∂εxx︸ ︷︷ ︸
ET

y
∂εxx

∂v̂︸ ︷︷ ︸
Bv

dA

16
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e analogamente:

(1.64)

∂M

∂û
= −

∫

A

ET y dA B
u

∂M

∂v̂
=

∫

A

ET y2 dA Bv

Pertanto la matrice di rigidezza tangente KT sarà data da:

(1.65)




∫

l

(Bu)T Bu

(∫

A

ET dA

)
dl −

∫

l

(Bu)T Bv

(∫

A

ET ydA

)
dl

−

∫

l

(Bv)T B
u

(∫

A

ET ydA

)
dl

∫

l

(Bv)T
B

v

(∫

A

ET y2dA

)
dl




1.2.3. Il problema tridimensionale. Le stesse conclusioni ottenute nel
paragrafo precedente possono essere ricercate per quanto riguarda il proble-
ma completo nella formulazione tridimensionale.

1.2.3.1. Le relazioni cinematiche. Il campo di spostamenti del sistema deve
essere definito considerando questa volta gli spostamenti nelle tre direzioni:

(1.66)






sx(x, y, z) = u0(x) + ϑy(x) z − ϑz(x) y

sy(x, y, z) = v0(x) − ϑx(x) z

sz(x, y, z) = w0(x) + ϑx(x) y

nella quale u0, v0, w0 sono gli spostamenti del punto della sezione posto sul-
l’asse della trave. Vale che u = u(x, y, z) mentre u0, v0, w0, ϑy , ϑx e ϑz sono
funzioni solo di x. Pertanto:

(1.67)






u(x, y, z) = u0 + ϑyz − ϑzy

v(x, y, z) = v0 − ϑxz

w(x, y, z) = w0 + ϑxy

Dalla (1.67) è possibile derivare il campo delle deformazioni del sistema:

(1.68)






εxx =
du

dx
= u′

0 + ϑ′

yz − ϑ′

zy

γxy =
du

dy
+

dv

dx
= −ϑz + v′0 − ϑ′

xz = 2εxy

γxz =
du

dz
+

dw

dx
= ϑy + w′

0 + ϑ′

xy
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1.2.3.2. Le relazioni statiche. Le relazioni statiche sono analoghe a quelle
viste nella (1.7), anche se estese al caso tridimensionale. In tale ambito, le
uniche componenti di tensione non nulle sono le σxx, σxy ≡ τxy e σxz ≡ τxz.
Le forze interne sono date dalle seguenti espressioni:

N =

∫

A

σxx dA Mz = −

∫

A

σxxy dA My =

∫

A

σxxz dA

Ty =

∫

A

τxy dA Tz =

∫

A

τxz dA Mx =

∫

A

τxzy − τxyz(1.69)

1.2.3.3. Le relazioni costitutive. In generale, le relazioni costitutive nel caso
tridimensionale sono espresse attravenso un’espressione del tipo:

(1.70) σ = Dε

nella quale l’operatore D lega il tensore delle tensioni e quello delle defor-
mazioni. In questo caso tuttavia, dato che si considerano soltanto tre compo-
nenti dei tensori non nulle, è possibile considerare le relazioni di legame tra
le componenti di sforzo e di deformazione nel caso tridimensionale elastico
analoghe a quelle viste nel caso bidimensionale, in particolare:

(1.71)

σxx = Eεxx

σxy = 2Gεxy

σxz = 2Gεxz

che possono essere riscritte come:

(1.72)






σxx = Eεxx = E (u′

0 + ϑ′

yz − ϑ′

zy)

σxy = 2Gεxy = −2G (ϑz − v′0 + ϑ′

xz)

σyz = 2Gεxz = 2G (ϑy + w′

0 + ϑ′

xy)

che se sostituite nelle relazioni della (1.69) permettono di ricavare le relazioni
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costitutive locali della trave:

(1.73)






N =

∫

A

σxxdA ⇒ N = EAεxx

Mz = −

∫

A

yσxxdA ⇒ M = −EIzχz

My =

∫

A

zσxxdA ⇒ M = −EIyχy

Mx =

∫

A

−zτxy + yτxz dA

Vz =

∫

A

σzxdA ; Vz = κGAγz

Vy =

∫

A

σyxdA ; Vy = κGAγy

nella quale il κ è il fattore correttivo per il taglio.

1.2.4. La formulazione agli elementi finiti. Partendo dal principio dei
lavori virtuali nella sua formulazione più generale:

(1.74) δLi = δLe

e tenendo conto che:

(1.75) δLi =

∫

Ω
σ : δε dΩ

è possibile specializzare la relazione esprimendo solo le componenti signi-
ficative:

(1.76) δLi =

∫

Ω
σxxδεxx + τxyδεxy + τyxδεyx + τxzδεxz + τzxδεzx dΩ

che ricordandosi della simmetria dei tensori in esame diventa:

(1.77) δLi =

∫

Ω
σxxδεxx + τxyδγxy + τxzδγxz dΩ

Sostituendo nella relazione precedente la (1.68) e considerando come do-
minio d’integrazione il volume dell’oggetto si ottiene:

δLi =

∫

V

σxxδ(u′

0 + ϑ′

yz − ϑ′

zy) + τxyδ(−ϑz + v′0 − ϑ′

xz)+

+ τxzδ(ϑy + w′

0 + ϑ′

xy)dΩ

(1.78)
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Passando alla formulazione agli elementi finiti, è poi possibile approssi-
mare il campo degli spostamenti con opportune funzioni di forma che
moltiplichino gli spostamenti nodali:

u =Nuû u’ =Buû δu′ =Buδû

v =Nvv̂ v′′ =Bvv̂ δv′′ =Bvδv̂

w =Nwŵ w′′ =Bwŵ δw′′ =Bwδŵ

ϑx =N
ϑϑ̂x ϑ′

x =B
ϑϑ̂x δϑ′

x =B
ϑδϑ̂x

Se si riscrive il lavoro virtuale alla luce di tali possibili sostituzioni si ottiene:

δLi = δûT

∫

L

Bu T N dl − δv̂T

∫

L

Bv T Mz dl

+ δŵT

∫

L

Bw T My dl + δϑ̂x

T
∫

L

Bϑ T Mx dl

(1.79)

Sono presenti quattro operatori applicati agli spostamenti nodali (Bu, Bv, Bw,
Bϑ).
Il problema richiede di valutare le derivate seconde delle v e delle w, men-
tre riguardo alle u ed alle ϑx è sufficiente considerare le derivate prime. Per
questo, per descrivere l’andamento delle v e delle w, si assumeranno funzioni
di forma Nv e Nw che per avere derivata seconda non banale siano almeno
quadratiche, mentre basterà utilizzare funzioni di forma Nu e Nϑ lineari per
le u e le ϑ′.
Per come gli spostamenti nodali sono stati assunti infatti, è necessario
distinguere le funzioni Bv dalle Bw: definendo i vettori nodali come:

(1.80)
v̂ =

{
v1, ϑ1

z, v2, ϑ2
z

}T

ŵ =
{
w1, ϑ1

y, v2, ϑ2
y

}T

si vede subito che mentre una rotazione positiva intorno all’asse z produce
uno spostamento v positivo (figura 1.6), una rotazione attorno ad y produce
uno spostamento w negativo (figura 1.7) e pertanto:

(1.81)
ϑz = v′

ϑy = −w′

Pertanto, utilizzando la formulazione del problema definita nella (1.66) e
utilizzando convenzionalmente rotazioni positive, le funzioni di forma Bv

dovranno assumere valore unitario positivo per tutti gli spostamenti e le ro-
tazioni, mentre le funzioni di forma Bw dovranno essere scelte in modo tale
che gli spostamenti nodali siano unitari ma negativi nei rispettivi nodi.
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Figura 1.6: rotazione intorno a z e convenzione di segno relativa.

I vettori delle funzioni di forma utilizzati saranno allora:

(1.82) N
u =

{
1 −

x

l
;

x

l

}T

(1.83) N
v =






1 −
3x2

l2
+

2x3

l3

x −
2x2

l
+

x3

l2

3x2

l2
−

2x3

l3

x3

l2
−

x2

l






(1.84) Nw =






−1 +
3x2

l2
−

2x3

l3

x −
2x2

l
+

x3

l2

−
3x2

l2
+

2x3

l3

x3

l2
−

x2

l





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Figura 1.7: rotazione intorno ad y e convenzione di segno relativa.

(1.85) N
ϑ =

{
1 −

x

l
;

x

l

}T

Per ottenene le componenti della matrice di rigidezza tangente, come
fatto precedentemente per il caso bidimensionale, è necessario linearizzare
rispetto al campo degli spostamenti nodali le forze interne del sistema; queste
saranno date dall’integrale sulla lunghezza della trave delle azioni interne
valutate sulla sezione di trave.

(1.86) N =

∫

A

σxx dA =

∫

A

ET (u′

0 + ϑyz − ϑzy) dA

(1.87)

∂N

∂û
=

∫

A

ET Bu dA

∂N

∂v̂
= −

∫

A

ET y Bv dA

∂N

∂ŵ
=

∫

A

ET z Bw dA

∂N

∂ϑ̂x

= 0
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che una volta integrate lungo la lunghezza della trave costituiranno le com-
ponenti della riga del contributo assiale della matrice di rigidezza tangente.
Analogamente:

(1.88) Mz = −

∫

A

σxx y dA = −

∫

A

ET (u′

0 + ϑyz − ϑzy) y dA

(1.89)

∂Mz

∂û
= −

∫

A

ET Buy dA

∂Mz

∂v̂
= −

∫

A

ET Bvy2 dA

∂Mz

∂ŵ
= +

∫

A

ET Bwyz dA

∂Mz

∂ϑ̂x

= 0

(1.90) My =

∫

A

σxx z dA =

∫

A

ET (u′

0 + ϑyz − ϑzy)z dA

(1.91)

∂My

∂û
=

∫

A

ET Buz dA

∂My

∂v̂
=

∫

A

ET Bvyz dA

∂My

∂ŵ
= −

∫

A

ET Bwz2 dA

∂My

∂ϑ̂x

= 0

(1.92) Mx =

∫

A

−zτxy + yτxz dA =

∫

A

GT ϑ′

xz
2 + GT ϑ′

xy2 dA

(1.93)

∂Mx

∂û
= 0

∂Mx

∂v̂
= 0

∂Mx

∂ŵ
= 0

∂Mx

∂ϑ̂x

=

∫

A

GT Bϑ (z2 + y2) dA

dalle quali si evince immediatamente che il sistema, per come è stato formu-
lato, è caratterizzato dall’avere la sollecitazione torcente disaccoppiata dalle
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altre sollecitazioni.

Valutando inoltre gli integrali estesi all’area della sezione trovati nelle
formule precedenti, richiamando alcune relazioni elementari di geometria
delle masse è possibile porre:
(1.94)∫

A

dA = A

∫

A

ydA = Sz

∫

A

zdA = Sy

∫

A

y2dA = Izz

∫

A

z2dA = Iyy

∫

A

yzdA = Iyz

∫

A

(x2 + y2)dA = J

relazioni che consentono di scrivere la matrice della rigidezza tangente KT

come:

(1.95)

2666666666664
Z

l

(Bu)T
ET A B

u
dl −

Z
l

(Bu)T
ET SzB

v
dl

Z
l

(Bu)T
ET SyB

w
dl 0

−

Z
l

(Bv)T
ET SzB

u
dl −

Z
l

(Bv)T
ET IzzB

v
dl

Z
l

(Bv)T
ET IzyB

w
dl 0Z

l

(Bw)T
ET SyB

u
dl

Z
l

(Bw)T
ET IyzB

v
dl −

Z
l

(Bw)T
ET IyyB

w
dl 0

0 0 0

Z
l

�
B

ϑ
�T

GT J B
ϑ

3777777777775
1.3. Il modello alla Timoshenko

Un secondo modello di teoria di trave è quello di Timoshenko, che si dif-
ferenzia dal precedente perché tiene in conto nella formulazione anche del-
l’effetto della deformazione di taglio.

1.3.1. Il problema bidimensionale. Nella teoria di trave di Timoshen-
ko le sezioni piane rimangono piane e ruotano attorno all’asse neutro come
nel modello alla Eulero-Bernoulli, ma non rimangono normali all’asse della
trave.
La rotazione rispetto alla normale è prodotta da un taglio che si assume es-
sere costante nella sezione, sebbene la teoria di Jourawsky preveda per le
tensioni tangenziali un andamento parabolico.
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1.3.1.1. Le relazioni cinematiche. Per il caso bidimensionale è possibile
scrivere il campo degli spostamenti nella stessa forma vista nella (1.2):

(1.96)

{
sx(x, y) = u(x, y) = u0(x) − yϑz(x)

sy(x, y) = v(x, y) = v0(x)

ai quali corrispondono le deformazioni:

(1.97)






εxx =
du(x)

dx
= u′

0 − yϑ′

z

γxy =
du(x)

dy
+

dv(x)

dx
= v′0 − ϑz

La formulazione fino a questo punto, per via delle relazioni (1.96) e (1.97), è
del tutto analoga a quella vista nel caso di Eulero-Bernoulli. La sostanziale
differenza si ha nel momento in cui non si impone che la deformazione a
taglio γ debba essere nulla, e che quindi, come rappresentato in figura 1.8,
tipicamente valga che:

(1.98) v′0 6= ϑz

1.3.1.2. Le relazioni statiche. Le forze interne del sistema sono esattamente
le stesse rispetto al caso visto in precedenza e possono essere definite ancora

Figura 1.8: descrizione del campo degli spostamenti nel caso
bidimensionale.
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come:

N =

∫

A

σxx dA(1.99)

M = −

∫

A

σxxy dA(1.100)

T =

∫

A

τxy dA(1.101)

1.3.1.3. Le relazioni costitutive. Nella formulazione alla Timoshenko bi-
dimensionale le relazioni costitutive sono uguali a quelle viste nel caso
precedente (1.7) e date da:

(1.102)
{

σxx = Eεxx = E(ε − yχ)

σyx = 2Gεxy = Gγ

1.3.2. La formulazione agli elementi finiti. Riscrivendo per il campo
di deformazioni definito nella (1.97) il lavoro virtuale interno nella forma
generale (1.75) e riportando soltanto le componenti non nulle, si ottiene:

(1.103) δLi =

∫

V

σxxδεxx + τxyδγxy dV

e sostituendo in questa la (1.96):

(1.104) δLi =

∫

V

σxx

[
δu′

0 − yδϑ′
]
+ τxy

[
δv′0 − δϑ

]
dV

Riportando a questo punto le forze interne nella (1.104) si ottiene:

(1.105) δLi =

∫

l

Nδu′

0 + Mδϑ′

z + T
(
δv′0 − δϑz

)
dl

Passando alla approssimazione del campo degli spostamenti con gli
elementi finiti è possibile porre:

(1.106)

u = N
u
û u

′ = B
u
û

v = N
v
v̂ v

′ = B
v
v̂

ϑz = Nϑzϑ̂z ϑz
′ = Bϑ

z ϑ̂z
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e riportando queste relazioni nella (1.105) si ottiene:

δLi = δuT

∫

l

(Bu)T Ndl + δvT

∫

l

(Bv)T Tdl+

δϑz
T

∫

l

(
(Bϑ)T M − (Nϑ)T T

)
dl

(1.107)

dalla quale è possibile distinguere le componenti delle forze interne del
sistema nelle tre componenti relative ai campi di spostamento presenti:

F ax =

∫

l

(Bu)T Ndl

F sh =

∫

l

(Bv)T Tdl

F be =

∫

l

(
(Bϑ)T M − (Nϑ)T T

)
dl

(1.108)

Dalla relazione (1.104) si vede che la formulazione alla Timoshenko uti-
lizza le funzioni di spostamento al massimo al primo grado di derivazione.
Questo comporta la necessità di definire delle funzioni di forma che siano al-
meno lineari, in modo da avere una derivata prima significativa, ma d’altra
parte non rende necessario utilizzare, come nella formulazione all’Eulero-
Bernoulli, alcuna funzione di forma di grado superiore perché il problema di
campo non ha derivate di secondo ordine o superiore.

Volendo scrivere allora esplicitamente le funzioni di forma utilizzate nella
formulazione che si sta utilizzando, si ha:

(1.109)

N
u =

{
1 −

x

l
;

x

l

}
B

u =

{
−

1

l
;

1

l

}

Nv =
{

1 −
x

l
;

x

l

}
Bv =

{
−

1

l
;

1

l

}

N
ϑ =

{
1 −

x

l
;

x

l

}
B

ϑ =

{
−

1

l
;

1

l

}

dove le B sono ricavate semplicemente derivando le N.

1.3.2.1. L’operatore rigidezza della trave bidimensionale alla Timoshenko. Per
ottenene le componenti della matrice di rigidezza tangente si opera come
nel caso alla Eulero-Bernoulli la linearizzazione dell’espressione del residuo
rispetto al campo degli spostamenti nodali.

27



I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN PICCOLI SPOSTAMENTI

Il residuo è dato dall’espressione:

(1.110) R(u) = F int − F ext

nella quale il vettore delle forze interne è composto dai termini della (1.108).
Il contributo assiale, partendo dalla espressione:

(1.111) F ax =

∫

A

(Bu)T ET

(
Buû − yBϑϑ̂z

)
dA

consente di ricavare:

(1.112)

∂F ax

∂û
=

∫

A

(Bu)T ET Bu dA = (Bu)T ET A Bu

∂F ax

∂v̂
= 0

∂F ax

∂ϑ̂z

= −

∫

A

(Bu)T ET y Bϑ dA = − (Bu)T ET S Bϑ

che una volta integrate lungo la lunghezza della trave costituiranno le com-
ponenti della riga del contributo assiale della matrice di rigidezza tangente.

Analogamente, per la componente tagliante si avrà:

(1.113) F sh =

∫

A

(Bv)T GT

(
Bvv̂ − Nϑϑ̂z

)
dA

che porta ad avere:

(1.114)

∂F sh

∂û
= 0

∂F sh

∂v̂
=

∫

A

(Bv)T GT Bv dA = (Bv)T GT A Bv

∂F sh

∂ϑ̂z

= −

∫

A

(Bv)T GT Nϑ dA = − (Bv)T GT A Nϑ

Infine, la componente flettenete:

F be = −

∫

A

(Bϑ)T y ET

(
Buû − y Bϑϑ̂

)
dA

−

∫

A

(Nϑ)T GT

(
Bvv̂ − Nϑϑ̂

)
dA

(1.115)
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da cui è possibile ricavare:

∂F be

∂û
= −

∫

A

(Bϑ)T ET y Bu dA = −(Bϑ)T ET S Bu

∂F be

∂v̂
= −

∫

A

(Nϑ)T GT Bv dA = −(Nϑ)T GT A Bv

∂F be

∂ϑ̂z

=

∫

A

(Bϑ)T ET y2 Bϑ dA +

∫

A

(Nϑ)T GT Nϑ dA =

= (Bϑ)T ET I Bϑ + (Nϑ)T GT A Nϑ

(1.116)

Nel calcolo degli integrali trovati nelle formule precedenti sono state operate
delle sostituzioni richiamando alcune relazioni elementari di geometria delle
masse:

(1.117)
∫

A

dA = A

∫

A

ydA = Sz

∫

A

y2dA = Izz

È pertanto possibile scrivere la matrice della rigidezza tangente KT

come:

(1.118)

Kuu =

∫

l

(Bu)T ET A B
udl

Kuϑ = −

∫

l

(Bu)T ET S Bϑdl

Kϑu = −

∫

l

(
B

ϑ
)T

ET S B
udl

Kϑϑ =

∫

l

(
Bϑ

)T

ET IBϑdl +

∫

l

(
Nϑ

)T

GT A Nϑ

Kϑv = −

∫

l

(
N

ϑ
)T

GT A B
v

Kvϑ = −

∫

l

(Bv)T GT A Nϑ

Kvv =

∫

l

(Bv)T GT A B
v

evidentemente simmetrica e di dimensione pari ai gradi di libertà nodali per
il numero dei nodi, nel nostro caso pari a sei.

Dato che l’approccio alla Timoshenko prevede di avere un taglio costante
sulla sezione, mentre questo non è vero secondo la formulazione della teo-
ria del taglio all Jourawsky, sarà necessario correggere adottare un fattore
correttivo moltiplicandolo per il modulo di taglio G. In generale, dunque,
scrivendo semplicemente G, si intende κG.
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1.3.2.2. Il modello linked. Nel caso di elementi tozzi, nei quali si ha un va-
lore di GκA molto maggiore del termine EI , la formulazione di Timoshenko
classica causa l’insorgere del fenomeno di locking, ovvero della sottostima
degli spostamenti dovuta alla predominanza della rigidezza di taglio sulla
rigidezza flessionale.
Per evitare ciò è possibile implementare il modello linked di Timoshenko, che
prevede di esprimere il vettore degli spostamenti nodali v con un termine
correttivo:

(1.119) v = Nv̂ +
1

2
x

(
1 −

x

l

)(
ϑ̂1 − ϑ̂2

)

mentre il campo delle rotazioni nodali rimane lineare, essendo

(1.120) ϑ = Nϑ̂

Il modello si dice linked proprio perché introduce un legame tra il campo
degli spostamenti v e quello degli spostamenti ϑ che invece nel modello
classico risultano totalmente indipendenti.

Dalla (1.119) deriva che, essendo

(1.121) ϑ̂ =
(
ϑ̂1 , ϑ̂2

)T

e definendo

(1.122) a = (1,−1)

è possibile porre:

(1.123)
(
ϑ̂1 − ϑ̂2

)
= a · ϑ̂

e pertanto:

(1.124)
v = Nv̂ +

1

2
x

(
1 −

x

l

) (
a · ϑ̂

)

v′ = Bv̂ +
1

2

(
1 −

2x

l

)(
a · ϑ̂

)

Nella valutazione delle componenti di bending della matrice di rigidezza, si
hanno tali cambiamenti rispetto alla (1.115):

F be = −

∫

A

(Bϑ)T y ET

(
Buû − y Bϑϑ̂

)
dA

−

∫

A

(Nϑ)T GT

(
Bvv̂ +

l

2

(
1

l
−

2x

l2

)
a ϑ̂ − Nϑϑ̂

)
dA

(1.125)

30



1.3 IL MODELLO ALLA TIMOSHENKO

Il solo termine della matrice di rigidezza tengente che risente della variazione
di formulazione è la derivata rispetto a ϑ̂:

∂F be

∂ϑ̂
=

∫

A

(Bϑ)T ET y2 Bϑ dA +

∫

A

(Nϑ)T GT Nϑ dA

−

∫

A

(
Nϑ

)T

GT
l

2

(
1

l
−

2x

l2

)
a =

(Bϑ)T ET I Bϑ + (Nϑ)T GT A Nϑ

− GT A

{
1 − x

l
x
l

}{
−

l

2

(
1

l
−

2x

l2

)
,
l

2

(
1

l
−

2x

l2

)}

︸ ︷︷ ︸
linked formulation

(1.126)

1.3.3. Il problema tridimensionale. La formulazione del problema di Ti-
moshenko nel caso tridimensionale è evidentemente analoga a quella bidi-
mensionale, per cui si prevede che la deformazione della trave possa portare
ad avere sezioni piane normali all’asse della trave che, pur rimanendo piane,
possano perdere la loro ortogonalità rispetto all’asse.

1.3.3.1. Le relazioni cinematiche. L’estensione della (1.96) per il caso tridi-
mensionale consente di scrivere:

(1.127)






sx(x, y, z) = u(x, y, z) = u0 + ϑyz − ϑzy

sy(x, y, z) = v(x, y, z) = v0 − ϑxz

sz(x, y, z) = w(x, y, z) = w0 + ϑxy

a cui corrisponde il campo delle deformazioni:

(1.128)






εxx =
du

dx
= u′

0 + ϑ′

yz − ϑ′

zy

γxy =
du

dy
+

dv

dx
= −ϑz + v′0 − ϑ′

xz

γxz =
du

dz
+

dw

dx
= ϑy + w′

0 + ϑ′

xy

Nella formulazione in oggetto si ha che il termine della derivata prima dello
spostamento trasversale non si annulla con la rotazione intorno all’asse della
trave, per cui è necessario conservare tutti i termini della deformazione. Evi-
dentemente nel caso tridimensionale gli spostamenti trasversali di interesse
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saranno due, γxy e γxz.

1.3.3.2. Le relazioni statiche. Nulla varia nella definizione delle forze in-
terne nella formulazione alla Timoshenko rispetto alla formulazione all’Eulero-
Bernoulli. Pertanto, riproponendo le relazioni della (1.69) si ha:

N =

∫

A

σxx dA Mz = −

∫

A

σxxy dA My =

∫

A

σxxz dA

Ty =

∫

A

τxy dA Tz =

∫

A

τxz dA Mx =

∫

A

τxzy − τxyz(1.129)

1.3.3.3. Le relazioni costitutive. La stessa analogia è presente anche per
quanto riguarda le definizione delle relazioni costitutive, tenedo in conto
dell’approssimazione che ha già consentito di passare dalla (1.70) alla (1.71):

(1.130)

σxx = Eεxx

σxy = 2Gεxy

σxz = 2Gεxz

che possono essere riscritte come:

(1.131)






σxx = Eεxx = E (u′

0 + ϑ′

yz − ϑ′

zy)

σxy = 2Gεxy = −2G (ϑz + v′0 + ϑ′

xz)

σxz = 2Gεxz = 2G (ϑy + w′

0 + ϑ′

xy)

che permettono di ricavare le relazioni costitutive locali della trave:

(1.132)






N =

∫

A

σxxdA ⇒ N = EAεxx

Mz = −

∫

A

yσxxdA ⇒ M = −EIzχz

My =

∫

A

zσxxdA ⇒ M = −EIyχy

Mx =

∫

A

−zτxy + yτxz dA

Vz =

∫

A

σzxdA ; Vz = κGAγz

Vy =

∫

A

σyxdA ; Vy = κGAγy
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nella quale il κ è il solito fattore correttivo per il taglio.

1.3.4. La formulazione agli elementi finiti. Scrivendo il principio dei
lavori virtuali è possibile porre:

(1.133) Li =

∫

Ω
σ : ε dΩ =

∫

V

σxxεxx + τxyγxy + τxzγxz dV

e sostituendo le deformazioni nell’espressione del lavoro interno:

Li =

∫

V

σxx

(
u′

0 − yϑ′

z + zϑ′

y

)
+ τxy

(
v′0 − ϑz − zϑ′

x

)
+

+τxz

(
w′

0 + ϑy + yϑ′

x

)(1.134)

A questo punto è possibile sostituire all’interno dell’integrale esteso al do-
minio le sollecitazioni interne del sistema della (1.129) per cui l’equazione
(1.134) diviene:

(1.135) Li =

∫

l

Nu′

0 +Mzϑ
′

z +Myϑ
′

y +Mxϑ
′

x +Ty

(
v′0 − ϑz

)
+Tz

(
w′

0 + ϑy

)
dl

Procedendo è possibile sostituire il campo degli spostamenti con la
relativa approssimazione data dalla formulazione degli elementi finiti:
(1.136)

u = N
u
û u

′ = B
u
û ϑx = N

ϑxϑ̂x ϑx
′ = B

ϑxϑ̂x

v = Nvv̂ v′ = Bvv̂ w = Nwŵ w′ = Bwŵ

ϑy = Nϑy ϑ̂y ϑy
′ = Bϑy ϑ̂y ϑz = Nϑz ϑ̂z ϑz

′ = Bϑz ϑ̂z

e si ottiene:

δLi = δuT

∫

l

(Bu)T Ndl + δvT

∫

l

(Bv)T Tydl + δwT

∫

l

(Bw)T Tzdl

+ δϑz
T

∫

l

(
(Bϑz)T Mz − (Nϑz)T Ty

)
dl

+ δϑy
T

∫

l

(
(Bϑy)T My + (Nϑy)T Tz

)
dl + δϑx

T

∫

l

(Bϑx)T Mx dl

(1.137)
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dalla quale è possibile definire anche le forze interne del sistema:

F ax =

∫

A

(Bu)T Ndl

F tor =

∫

A

(Bϑx)T Mxdl

F shy =

∫

A

(Bv)T Tydl

F shz =

∫

A

(Bw)T Tzdl

F beny =

∫

A

(
(Bϑy)T My + (Nϑy)T Tz

)
dl

F benz =

∫

A

(
(Bϑz)T Mz − (Nϑz)T Ty

)
dl

(1.138)

nelle quali la componente di bending sono definite specificando l’asse attorno
a cui avviene la rotazione.

Per ricavare le componenti della matrice di rigidezza tangente del siste-
ma è sufficiente linearizzare il residuo rispetto agli spostamenti nodali. L’u-
nico termine non nullo è dato dalle derivate delle forze interne definite nella
(1.138).

La componente assiale:

(1.139) F ax =

∫

A

(Bu)T
(

Buû − y Bϑz ϑ̂z + z Bϑy ϑ̂z

)
ET dA

porta ad avere:

(1.140)

∂F ax

∂û
=

∫

A

(Bu)T ET Bu dA = (Bu)T ET A Bu

∂F ax

∂v̂
= 0

∂F ax

∂ŵ
= 0

∂F ax

∂ϑ̂x

= 0

∂F ax

∂ϑ̂y

=

∫

A

(Bu)T ET z Bϑy dA = (Bu)T ET Sz Bϑy

∂F ax

∂ϑ̂z

= −

∫

A

(Bu)T ET y Bϑz dA = −(Bu)T ET Sy Bϑz
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La componente torcente:

F tor =

∫

A

(Bϑx)T y GT

[
Nϑy ϑ̂y + Bw ŵ + y Bϑxϑ̂x

]

−(Bϑx)T z GT

[
−Nϑz ϑ̂z + Bv v̂ − z Bϑxϑ̂x

]
dA

(1.141)

consente di trovare:

(1.142)

∂F tor

∂û
= 0

∂F tor

∂v̂
=

∫

A

−(Bϑx)T z BvGT dA = −(Bϑx)T GT Bv Sz

∂F tor

∂ŵ
=

∫

A

(Bϑx)T y BvGT dA = (Bϑx)T GT Bw Sy

∂F tor

∂ϑ̂x

=

∫

A

(Bϑx)T GT (y2 + z2) B
ϑx dA = (Bϑx)T GT Bϑx JP

∂F tor

∂ϑ̂y

=

∫

A

(Bϑx)T GT y Nϑy dA = (Bϑx)T GT NϑySy

∂F tor

∂ϑ̂z

=

∫

A

(Bϑx)T GT z Nϑz dA = (Bϑx)T GT NϑzSz

Le componenti taglianti sono due, in direzione y ed in direzione z. Quella in
direzione y:

(1.143) F shy =

∫

A

(Bv)T GT

(
Bv v̂ − Nϑz ϑ̂z − z Bϑxϑ̂x

)

porta ad avere:

(1.144)

∂F shy

∂û
= 0

∂F shy

∂v̂
=

∫

A

(Bv)T GT Bv dA = (Bv)T GT A Bv

∂F shy

∂ŵ
= 0

∂F shy

∂ϑ̂x

= −

∫

A

(Bv)T GT Bϑx zdA = − (Bv)T GT Sz Bϑx

∂F shy

∂ϑ̂y

= 0

∂F shy

∂ϑ̂z

= −

∫

A

(Bv)T GT Nϑz dA = − (Bv)T GT A Nϑz

35
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mentre quella in z:

(1.145) F shz =

∫

A

(Bv)T GT

(
Bwŵ + Nϑy ϑ̂y + y Bϑxϑ̂x

)

conduce a:

(1.146)

∂F shz

∂û
= 0

∂F shz

∂v̂
= 0

∂F shz

∂ŵ
=

∫

A

(Bw)T GT Bw dA = (Bw)T GT A Bw

∂F shz

∂ϑ̂x

=

∫

A

(Bw)T y GT Bϑx dA = (Bw)T GT Sy Bϑx

∂F shz

∂ϑ̂y

=

∫

A

(Bw)T GT Nϑy dA = (Bw)T GT A Nϑy

∂F shz

∂ϑ̂z

= 0

Analogamente le componenti flettenti:

(1.147)
F bey =

∫

A

(Bϑz)T − y ET

[
Buû − y Bϑz ϑ̂z + z Bϑy ϑ̂y

]
dA

−

∫

A

(Nϑz)T GT

[
Bvv̂ − Nϑz ϑ̂z − z Bϑxϑ̂x

]
dA
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(1.148)

∂F bey

∂û
= −

∫

A

(Bϑz)T y ET Bu dA = − (Bϑz)T ET Sy Bu

∂F bey

∂v̂
= −

∫

A

(Nϑz )T BvGT dA = −(Nϑz)T GT A Bv

∂F bey

∂ŵ
= 0

∂F bey

∂ϑ̂x

=

∫

A

(Nϑz )T z GT Bϑx dA = (Nϑz)T GT Sz Bϑx

∂F bey

∂ϑ̂y

= −

∫

A

(Bϑz )T ET yz Bϑy dA = −(Bϑz)T ET Iyz Bϑy

∂F bey

∂ϑ̂z

=

∫

A

(Bϑz )T y2 ET Bϑz dA +

∫

A

(Nϑz)T GT Nϑz dA =

(Bϑz)T ET Iy Bϑz + (Nϑz)T GT A Nϑz

(1.149)
F bez =

∫

A

(Bϑy)T z ET

[
Buû − y Bϑz ϑ̂z + z Bϑy ϑ̂y

]
dA

−

∫

A

(Nϑy)T GT

[
Bwŵ − Nϑy ϑ̂y + y Bϑxϑ̂x

]
dA

(1.150)

∂Kbez

∂û
=

∫

A

(Bϑy)T z ET Bu dA = (Bϑy)T ET Sz Bu

∂Kbez

∂v̂
= 0

∂Kbez

∂ŵ
=

∫

A

(Nϑy)T BwGT dA = (Nϑy)T GT A Bw

∂Kbez

∂ϑ̂x

=

∫

A

(Nϑy)T y GT B
ϑx dA = (Nϑy)T GT Sy Bϑx

∂Kbez

∂ϑ̂y

=

∫

A

(Bϑy )T ET z2 Bϑy dA +

∫

A

(Nϑy)T GT Nϑy dA =

(Bϑy)T ET Iz Bϑy + (Nϑy)T GT A Nϑy

∂Kbez

∂ϑ̂z

= −

∫

A

(Bϑy )T yz ET Bϑz dA = − (Bϑy)T ET Izy B
ϑz

1.3.4.1. Il modello linked. Anche nel caso tridimensionale è stato imple-
mentato un elemento caratterizzato da una formulazione del campo degli
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spostamenti tale che risultassero dipendenti le rotazioni e gli spostamenti
trasversali, in modo da evitare il locking nel caso di elementi particolarmente
tozzi. Per ottenere tale risultato, il campo degli spostamenti trasversali è stato
definito così:

(1.151)
v = Nv̂ +

1

2

x

l

(
1 −

x

l

)(
ϑ̂z,1 − ϑ̂z,2

)
l

w = −

[
Nŵ +

1

2

x

l

(
1 −

x

l

)(
ϑ̂y,1 − ϑ̂y,2

)
l

]

Le funzioni di link sono state scelte in modo che nel calcolo della γxy e della
γxz, ove compare la derivata dello spostamento trasversale, esse si elidano
col termine lineare della rotazione, per cui i risultati di una formulazione del
genere siano equivalenti ad una integrazione ridotta valutando un solo pun-
to di Gauss in mezzeria dell’elemento.

1.4. Gli elementi a fibre

1.4.1. Le caratteristiche generali degli elementi a fibre. L’idea di base
dell’approccio di analisi a fibre è quello di suddividere la trave che si sta ana-
lizzando in sottoelementi monodimensionali legati tra loro da condizioni di
congruenza. Conoscendo gli spostamenti nodali dell’intera trave si calcola
per ogni fibra la deformazione e da questa poi lo sforzo: in tale modo è pos-
sibile definire la risultante delle azioni interne su ogni sezione significativa
dell’elemento, integrando gli sforzi relativi ad ogni fibra in corrispondenza
della sezione considerata.

Tale metodologia consente di considerare per ogni fibra una differente
legge costitutiva e nel caso del calcestruzzo armato di distinguere tra i mate-
riali, specificando nella sezione quali sono le fibre di armatura e quali di calce-
struzzo. Inoltre è possibile definire per ciascuna fibra una differente storia di
deformazione, ovviamente, per le ipotesi fatte, nel rispetto della congruenza.

Il vantaggio principale di tale modo di procedere, ovvero valutando la
trave come composta di tante fibre la cui sezione è più piccola rispetto al-
la sezione della trave, è dato dalla possibilità di utilizzare legami costitu-
tivi monodimensionali. Tale modo di procedere si rivela particolarmente fa-
vorevole nel caso di trave alla Eulero-Bernoulli, nella quale, essendo nulla
la deformazione di taglio, la sola deformazione assiale delle fibre è suffi-
ciente a descrivere il comportamento dell’elemento. In tale caso è possibile
implementare allora legami monodimensionali dei materiali più semplici da
sviluppare e da gestire numericamente anche nel caso di azioni cicliche.
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1.4.2. L’implementazione di elementi a fibre. Le differenze nell’imple-
mentazione di un elemento a fibre rispetto ad un lemento trave tradizionale
riguardano principalmente due aspetti:

• la determinazione del modulo di legame ET ;
• la determinazione del vettore delle forze interne.

Si suppone di partire dalla conoscenza delle caratteristiche della sezione e
della configurazione di fibre, ipotizzando di conoscere:

• il numero delle fibre;
• il materiale di ciascuna fibra e quindi una legge costitutiva che

permetta di ricavare la tensione dalla deformazione;
• l’area di ciascuna fibra;
• le coordinate del baricentro di ciscuna fibra.

Si assume inoltre che il codice fornisca, per ogni passo di iterazione, il valore
degli spostamenti nodali della trave di tentativo, attraverso cui è possibile
valutare la risultante delle forze interne, necessaria per calcolare il residuo.

Conoscendo gli spostamenti nodali è possibile calcolare quale sia il
campo di deformazione nella sezione attraverso la relazione:

(1.152) εxx = Bû

nella quale B è un vettore di operatori che applicato al vettore degli sposta-
menti nodali û fornisce la componente del tensore delle deformazioni nella
direzione dell’asse della trave, l’unica considerata in un problema monodi-
mensionale.
Pertanto è possibile associare ad ogni fibra un valore per ciascuna compo-
nente di deformazione (figura 1.9). A questo punto, potendo disporre del
legame costitutivo dei materiali è possibile calcolare sia il modulo elastico
tangente, dato dalla relazione:

(1.153) ET =
∂σxx

∂εxx

che le componenti della tensione agente, essendo:

(1.154) σxx = σ (εxx)

Dalla conoscenza degli sforzi agenti su ogni fibra è possibile arrivare a
definire il vettore delle forze interne. Ad esempio, valutando l’azione assiale
N , essa può essere vista come:

(1.155) N =
∑

i

Ai (σxx)i
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Figura 1.9: esempio di sezione a fibre con rappresentazione
dell’andamento delle deformazioni.

dove i è l’indice delle fibre, con Ai area della singola fibra e (σxx)i la ten-
sione agente su ogni fibra. Allo stesso modo, volendo valutare il momento
flettenete agente M :

(1.156) M =
∑

i

Ai yi (σxx)i

nella quale yi è il braccio di leva del baricentro di ciascuna fibra rispetto al-
l’asse di rotazione della sezione.

In secondo luogo è necessario calcolare i termini della matrice di rigidez-
za dell’elemento alla luce del nuovo approccio a fibre. Nella matrice di
rigidezza sono infatti presenti i termini contenenti il momento di inerzia, il
momento statico e l’area. Allo stesso modo di prima, tali grandezze sono
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approssimate come:

(1.157)

A =
∑

i

Ai

S =
∑

i

Ai yi

I =
∑

i

Ai y2
i

nella quale ancora Ai è l’area della singola fibra e yi è la coordinata del
baricentro nella direzione significativa rispetto cui si stanno valutando le
grandezze geometriche definite sopra.

È evidente che tale procedura comporta delle approssimazioni rispetto
al problema valutato globalmente a livello di sezione, perché per ogni fibra
si considera una tensione costante e perché si approssima la posizione del-
l’intera fibra con la coordinata del suo baricentro. D’altro canto l’approssi-
mazione migliora velocemente all’aumentare delle fibre utilizzate.

1.4.2.1. L’esempio di applicazione al modello alla Eulero-Bernoulli. Valutando
il campo degli spostamenti del caso bidimensionale, alla luce della (1.49), si
può esprimere il campo delle deformazioni delle singole fibre come:

(1.158) εi (x, y) = ε0 − yiχ(x)

Se si assume che la i-esima fibra abbia area Ai e di modulo elastico Ei, le
risultanti di sollecitazione della sezione sono:

(1.159)

N =
n∑

i=1

Ai Ei εi (x, y)

M =

n∑

i=1

Ai yi Ei εi (x, y)

pertanto:

(1.160)

{
N (x)

M (x)

}
=




n∑

i=1

Ai Ei

n∑

i=1

Ai Ei yi

n∑

i=1

Ai Ei yi

n∑

i=1

Ai Ei y2
i




{
ε0 (x)

−χ (x)

}

Risulta evidente che il modello a fibre considera automaticamente l’intera-
zione tra la risposta assiale e quella flessionale, perché la risultante assiale di
ogni fibra moltiplicata per il suo braccio fornisce il momento apportato dalla
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fibra alla sezione globale.

1.4.2.2. L’applicazione al modello alla Timoshenko. Nel momento in cui si va-
luta la deformabilità a taglio non si può più ritenere che un modello monodi-
mensionale sia sufficiente per ottenere una descrizione accettabile problema.
Infatti è necessaria una formulazione più complessa che consenta quanto
meno di sostituire la relazione che lega il modulo di taglio GT al modulo
elastico tangente ET in campo lineare con un’altra valida in campo non li-
neare.
Dato che in tale lavoro si sono implementati soltanto legami dei materiali
monodimensionali, non sono stati applicati nel modello con formulazione
alla Timoshenko. Pertanto il modello alla Timoshenko è stato implementato
soltanto con formulazione elastica ed elastoplastica, assumendo in quest’ul-
timo caso che ad un valore di ET nullo corrispondesse una valore di GT

altrettanto nullo.
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CAPITOLO 2

I modelli per il problema di trave in grandi spostamenti

2.1. La valutazione dei grandi spostamenti

Quando si esegue una analisi nel campo della meccanica del continuo è
sempre possibile distinguere tra due configurazioni: la prima è quella alla
quale si fa riferimento in un dato momento o condizione e che si considera
di riferimento; la seconda, invece, è quella che si ottiene per effetto dell’ap-
plicazione di una funzione che induce un cambiamento di configurazione e
si definisce configurazione corrente. Più in generale e quindi anche nel pro-
blema di trave, è possibile vedere come configurazione di riferimento quella
indeformata e come configurazione corrente quella deformata.

In tutte le precedenti formulazioni si è assunto che le deformazioni e gli
spostamenti fossero piccoli. Questo ha consentito di confondere la configu-
razione deformata con quella indeformata e ciò ha giustificato il fatto che,
dopo aver valutato quali fossero gli spostamenti e quindi le deformazioni, si
è valutato l’equilibrio nella configurazione indeformata.

In una trattazione generale del problema di trave non è però ammissibile
trascurare gli effetti dovuti ai grandi spostamenti perché nel momento in cui
essi intervengono cambia radicalmente la natura del problema. In tale capi-
tolo si valuta la formulazione del problema di trave in grandi spostamenti.

2.1.1. Le relazioni cinematiche. Indichiamo con B un corpo e con X la
posizione del generico punto materiale nella configurazione di riferimento
Ω0; tale punto può essere espresso, in termini di coordinate, come:

(2.1) X = XIEI I = 1, 2, 3

nella quale EI è la base ortonormale di vettori nello spazio.
Nella configurazione corrente Ω la posizione di ogni punto può essere
definita da un nuovo vettore, x esprimibile, evidenziando le componenti
cartesiane, come:

(2.2) x = xiei i = 1, 2, 3

In tale trattazione si assume che gli indici siano scelti in base alla configu-
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Figura 2.1: configurazione corrente e configurazione deformata in un
generico problema di grandi spostamenti e deformazioni.

razione che si sta valutando: si avranno pertanto indici con le lettere maiu-
scole se riferiti a grandezze nella configurazione indeformata Ω0 e indici con
le lettere minuscole se riferiti alla configurazione deformata Ω. Inoltre, per
semplicità, si assume che i sistemi di riferimento delle due configurazioni ab-
biano la stessa origine e la stessa direzione.
Il vettore posizione nella configurazione deformata è legato a quello della
configurazione iniziale attraverso la relazione:

(2.3) xi = ϕi(XI , t)

mentre il vettore che consente di passare dal punto di posizione indeformata
X al punto di posizione corrente x è il vettore u:

(2.4) x = X + u

Una misura fondamentale è il gradiente di deformazione relativo a X , dato
da:

(2.5) FiI =
∂ϕi

∂XI
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sottoposto al vincolo:

(2.6) J = det (FiI) > 0

Il gradiente di deformazione consente di operare una mappatura diretta dalla
configurazione di riferimento alla configurazione corrente (figura 2.1) dato
che:

(2.7) dxi =
∂ϕi

∂XI

dXI = FiIdXI

oltre che mappare un volume generico dal riferimento indeformato a quello
indeformato:

(2.8) dv = JdV

Il gradiente di deformazione F permette anche di ricavare il tensore della
deformazione di Green, esprimibile come:

(2.9) E =
1

2

(
F T F − I

)

2.2. Il problema della trave in grandi spostamenti

2.2.1. La formulazione del problema in spostamenti e rotazioni finite.
Si suppone di studiare il problema della trave in grandi spostamenti nel caso
generale.

2.2.1.1. Il problema di campo. In generale la trasformazione che consente di
passare dalla configurazione indeformata Ω0 alla configurazione deformata
Ω può essere espressa come:

(2.10) ϕi ≡ xi = X0
i + ΘiIZI

nella quale, dato un generico punto sulla sezione che si considera, X0
i è lo

spostamento del punto della sezione posto sull’asse della trave, ZI è la po-
sizione del punto che si sta considerando e ΘiI è la matrice che consente di
determinare la rotazione della sezione. In generale, nel caso tridimensionale
si ha:

(2.11) x = X + u0 + Θ (X − X0)

nella quale X è il vettore posizione del punto considerato nella configurazio-
ne indeformata, x il vettore posizione nella configurazione deformata, u0 è il
vettore spostamento del punto sull’asse della trave nella sezione considerata,
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Θ è la matrice della rotazione della sezione e X0 è la posizione indeformata
dell’asse della trave sulla sezione, come illustra la figura 2.2.

Considerando che le coordinate di riferimento della trave siano X1 ≡ X

Figura 2.2: definizione della posizione del punto p della con-
figurazione deformata facendo riferimento alla posizione nella
configurazione indeformata del rispettivo punto P.

(che definisce la direzione dell’asse), X2 ≡ Y e X3 ≡ Z (essendo queste le
direzioni del piano della sezione di trave) la (2.11) può essere riscritta come:

(2.12)






x1

x2

x3





=






x

y

z





=






X

Y

Z





+






u0

v0

w0





+




Θ11 Θ12 Θ13

Θ21 Θ22 Θ23

Θ31 Θ32 Θ33









X − X0

Y − Y0

Z − Z0






Supponendo poi che l’asse della trave sia coincidente con l’asse X e che quin-
di Y0 = Z0 = 0, mentre X = X0, l’espressione della posizione del generico
punto P diventa:

(2.13)






x1

x2

x3





=






x

y

z





=






X0

Y

Z





+






u0

v0

w0





+




Θ11 Θ12 Θ13

Θ21 Θ22 Θ23

Θ31 Θ32 Θ33









0

Y

Z






Dalla espressione (2.15) del campo degli spostamenti si ha che la sezione è
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supposta piana anche dopo la deformazione, ma non si assume che rimanga
anche normale all’asse della trave, pertanto è possibile considerare una de-
formazione a taglio non nulla.

Figura 2.3: configurazione di trave bidimensionale deformata.

Valutando un caso piano, rappresentato in figura 2.3 e volendo definire il
campo degli spostamenti, si ha che la matrice rotazione assume la forma:

(2.14) Θ =




cos ϑ 0 sin ϑ

0 1 0

− sin ϑ 0 cos ϑ




che è relativa ad una relazione del tipo:

(2.15)






x1

x2

x3





=






x

y

z





=






X0

0

0





+






u0

v0

w0





+ Θ






0

Y

Z






nella quale si sono compiute le opportune semplificazioni. Infatti, valutando
ad esempio la componente trasversale della posizione, si avrebbe:

(2.16) z = Z + w(X) − Z(1 − cos ϑ) = w(x) + cos ϑ

47



I MODELLI PER IL PROBLEMA DI TRAVE IN GRANDI SPOSTAMENTI

Pertanto la (2.12) si specializza in:

(2.17)






x = X + u(X) + Z sin ϑ(X)

y = Y

z = w(X) + Z cos ϑ(X)

Questo campo di spostamenti è esatto perché per ottenerlo non si sono com-
piute approssimazioni di alcun tipo.
Volendo ora calcolare il gradiente di deformazione, esso è pari a:

(2.18) F =
∂x

∂X
=




1 + u,X +Zϑ,X cos ϑ 0 sin ϑ

0 1 0

w,X −Zϑ,X sin ϑ 0 cos ϑ




e dalla (2.18) è possibile ricavare il tensore di deformazione applicando la
relazione (2.9). Le uniche componenti non nulle sono:

2EXX = (1 + u,X +Zϑ,X cos ϑ)2 + (w,X −Zϑ,X sin ϑ)2 − 1 =

= 1 + u2,X +Z2ϑ2,X cos2 ϑ + w2,X +Z2ϑ2,X sin2 ϑ + 2u,X

+ 2Zϑ,X cos ϑ + 2u,X Zϑ,X cos ϑ − 2w,X Zϑ,X sin ϑ − 1 =

= 2u,X +u2,X +w2,X +2Z(1 + u,X )ϑ,X cos ϑ − 2Zw,X ϑ,X sinϑ+

+ Z2ϑ2,X cos2 ϑ + Z2ϑ2,X sin2 ϑ

(2.19)

2EXZ = (1 + u,X +Zϑ,X cos ϑ) sin ϑ + (w,X −Zϑ,X sin ϑ) cos ϑ =

= (1 + u,X ) sin ϑ + w,X cos ϑ
(2.20)

e quindi:
(2.21)

2EXX = 2u,X +u2,X +w2,X +2Z(1 + u,X )ϑ,X cos ϑ − 2Zw,X ϑ,X sin ϑ+

+ Z2ϑ2,X cos2 ϑ + Z2ϑ2,X sin2 ϑ

2EXz = (1 + u,X ) sin ϑ + w,X cos ϑ

Valutando la (2.19) e trascurando i termini quadratici in Z , ovvero suppo-
nendo che la trave sia sottile rispetto alla lunghezza, l’espressione di EXX si
semplifica diventando:

(2.22) EXX = u,X +
1

2

(
u2,X +w2,X

)
+ ZΛϑ,X
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nella quale Λ è pari a:

(2.23) Λ = (1 + u,X ) cos ϑ − w,X sin ϑ

Volendo ora esprimere le (2.19) e (2.20) evidenziando i contributi di defor-
mazione, si ha:

EXX = E0 + ZK(2.24)

EXZ =
1

2
Γ(2.25)

nelle quali E0 e Γ sono le deformazioni costanti nella sezione, mentre K

misura la variazione di rotazione, ovvero la curvatura, della sezione:

E0 = u,X +
1

2

(
u2,X +w2,X

)
(2.26)

K = Λϑ,X(2.27)

Γ = (1 + u,X ) sin ϑ + w,X cos ϑ(2.28)

L’equazione variazionale del problema può essere scritta come:

(2.29) δΠ =

∫

Ω
(δEXXSXX + 2δEXZSXZ) dΩ − δΠext

nella quale Πext sono le forze esterne agenti sulla trave, mentre δEXX e δEXZ

sono le variazioni delle deformazioni definite nella (2.24) e nella (2.25).
Pensando di suddividere l’integrale della (2.29) in un integrale prima sul-
la sezione e poi sulla lunghezza dell’elemento, è possibile definire le forze
interne del sistema:

T =

∫

A

SXXdA(2.30)

S =

∫

A

SXZdA(2.31)

M =

∫

A

SXXZdA(2.32)

essendo A la sezione della trave. Pertanto alla luce delle relazioni precedenti,
ovvero sostituendo prima le (2.24) e (2.26) nella (2.29) e poi integrando sulla
sezione, è possibile riscrivere la (2.29) come:

(2.33) δΠ =

∫

L

(
δE0 T + δΓ S + δK M

)
dΩ − δΠext
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Le componenti di deformazione linearizzate sono:

δE0 = (1 + u,X ) δu,X + w,X δw,X(2.34)

δΓ = δu,X sin ϑ + (1 + u,X ) cos ϑδϑ + δw,X cos ϑ − w,X sin ϑδϑ =(2.35)
= δu,X sin ϑ + δw,X cos ϑ + Λδϑ

δK = δ (Λϑ,X ) = ϑ,X cos ϑδu,X −ϑ,X sin ϑδw,X +Λδϑ,X +(2.36)

− (ϑ,X sin ϑ + u,X ϑ,X sin ϑ + ϑ,X w,X cos ϑ)︸ ︷︷ ︸
ϑ,X [(1+u,X) sinϑ+w,Xcos ϑ]

=

= ϑ,X cos ϑδu,X −ϑ,X sin ϑδw,X +Λδϑ,X +Γϑ,X

e quindi:

δE0 = (1 + u,X ) δu,X + w,X δw,X(2.37)

δΓ = δu,X sin ϑ + δw,X cos ϑ + Λδϑ(2.38)

δK = ϑ,X cos ϑδu,X −ϑ,X sinϑδw,X +Λδϑ,X +Γϑ,X(2.39)

2.2.1.2. L’approssimazione col metodo degli elementi finiti. Le approssimazioni
del metodo agli elementi finiti prevedono di esprimere gli spostamenti come
prodotto di una funzione di forma per gli spostamenti nodali.
Supponendo di valutare l’elemento trave bidimensionale a due nodi, si
hanno sei spostamenti nodali; allora è possibile porre:

(2.40)






u

w

ϑ





= N (X)

{
û1, ŵ1, ϑ̂1, û2, ŵ2, ϑ̂2

}T

nella quale si definisce il vettore spostamento applicando l’operatore N al
vettore degli spostamenti nodali che nel caso bidimensionale a due nodi è
un vettore di dimensione [6X1]. Ovviamente pertanto, N è un [3X6] così
composto:

(2.41) N =




Nu
1 0 0 Nu

2 0 0

0 Nw
1 0 0 Nw

2 0

0 0 Nϑ
1 0 0 Nϑ

2




nel quale sono presenti sei componenti non nulle relative ai tre gradi di li-
bertà per ciascuno dei due nodi.
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Esprimendo le approssimazioni degli spostamenti nella forma:

(2.42) u =

2∑

α=1

Nu
α ûα w =

2∑

α=1

Nw
α ŵα ϑ =

2∑

α=1

Nϑ
α ϑ̂α

è possibile riscrivere la (2.40) come:

(2.43)






u

w

ϑ





=

2∑

α=1

Nα (X)






ûα

ŵα

ϑ̂α






nella quale l’operatore Nα è di dimensione [3X3]:

(2.44) Nα =




Nu
α 0 0

0 Nw
α 0

0 0 Nϑ
α




Utilizzando l’approssimazione (2.42) il lavoro virtuale può essere espres-
so come:

(2.45) δΠα = [δu δw δϑ]α

∫

L

BT
α






T

S

M





dX − δ (Πext)α

nella quale per le relazioni di linearizzazione (2.37), (2.38) e (2.39) l’operatore
Bα è data da:

(2.46) Bα =




(1 + u,X )Nu
α ,X w,X Nw

α 0

sin ϑNu
α ,X cos ϑNw

α ,X ΛNϑ
α

ϑ,X cos ϑNu
α ,X − ϑ,X sin ϑNw

α ,X (ΛNϑ
α ,X − Γϑ,X Nϑ

α )




Ovviamente è possibile passare dalla matrice Bα alla matrice B completa
di dimensione [3X6].

(2.47) B = [B1, B2]

La notevole differenza che emerge analizzando la forma della matrice B nel
caso di grandi spostamenti rispetto a quella ottenuta nel caso dei piccoli spo-
stamenti è che la (2.46) è funzione degli spostamenti, mentre le matrici viste
precedentemente erano costanti rispetto ad essi, dipendendo solo dalle fun-
zioni di forma.
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La formulazione del problema in forma residuale porta a scrivere il
residuo al passo (n + 1) come:

(2.48) Rn+1 = F ext −

∫

L

BT V n+1 dX

nella quale V è il vettore delle azioni interne valutate nella sezione:

(2.49) V n+1 =






Tn+1

Sn+1

Mn+1






Si calcola il residuo definito come nella (2.48) per ogni elemento e si impone
che il residuo totale, dato dalla somma del contributo di ogni elemento, sia
pari a zero.
Per procedere con la ricerca della soluzione alla Newton-Raphson è necessa-
rio valutare la linearizzazione della (2.48) che porta ad avere:

(2.50) δ
(
BT V

)
= BT δV + δ

(
BT

)
V

Il primo termine che risulta dalla linearizzazione è il termine della matrice di
rigidezza del materiale, mentre il secondo termine è il termine della matrice
di rigidezza geometrica (KG).
Nei piccoli spostamenti l’operatore B è funzione delle sole funzioni di forma
e quindi vale la relazione:

(2.51) δ
(
BT

)
= 0 ⇒ δ

(
BT V

)
= BT δV

nel caso che si sta trattando, però, il secondo termine della (2.50) non è nullo,
ma contribuisce a definire la parte geometrica della matrice di rigidezza.

Supponendo allora di valutare un materiale per il quale la matrice DT è
la matrice che lega gli sforzi alla deformazioni, ovvero:

(2.52) S = DT E

tenendo inoltre conto che:

(2.53) E = BT û

risulta che la linearizzazione della (2.48) è data da:

(2.54) KT =

∫

L

BT DT BdX + (KG)
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nella quale l’espressione della KG che deriva dal termine δ
(
BT

)
V della

linearizzazione è definibile partendo da:

(KG)αβ =

∫

L

Nα,X




T 0 M cos ϑ

0 T −M sin ϑ

M cos ϑ −M sin ϑ 0


Nβ,X +

+Nα




0 0 0

0 0 0

0 0 G3


 Nβ + Nα,X




0 0 G1

0 0 G2

0 0 −MΓ


 Nβ+

+Nα




0 0 0

0 0 0

G1 G2 −MΓ


 Nβ,X

(2.55)

nella quale:

G1 = S cos ϑ − Mϑ,X sin ϑ(2.56)

G2 = −S sin ϑ − Mϑ,X cos ϑ(2.57)

G3 = −SΓ − Mϑ,X Λ(2.58)

con gli indici α e β che vanno da 1 a 2, mentre la matrice geometrica KG è di
dimensione [6X6] composta da:

(2.59) KG =

[
(KG)11 (KG)12
(KG)21 (KG)22

]

2.2.2. La formulazione del problema in spostamenti finiti e rotazioni
piccole. In molte applicazioni è possibile trascurare il contributo della ro-
tazione della sezione della trave che può essere assunto infinitesimo; questo
significa approssimare le funzioni trigonometriche col primo termine del loro
sviluppo in serie ponendo:

sin ϑ ≈ ϑ(2.60)

cos ϑ ≈ 1(2.61)
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2.2.2.1. Deformazione di taglio non nulla. In questo caso la (2.17) diventa:

(2.62)






x = X + u(X) + Zϑ(X)

y = Y

z = w(X) + Z

mentre il gradiente di deformazione assume la forma:

(2.63) F =
∂x

∂X
=




1 + u,X +Zϑ,X 0 ϑ

0 1 0

w,X 0 1




nella quale si sono trascurati i termini in Z2 ed i prodotti delle derivate degli
spostamenti con ϑ e ϑ,X . Le componenti significative sono:

EXX = u,X +
1

2

(
u2,X + w2,X

)
+ Zϑ,X +

1

2
Z2ϑ2,X + u,X Zϑ,X(2.64)

2EXZ = w,X + ϑ + ϑu,X + ϑZϑ,X(2.65)

e nelle stesse ipotesi riportate sopra, ovvero di trascurare i termini in Z2 ed
i prodotti delle derivate degli spostamenti con ϑ e ϑ,X le componenti non
nulle della deformazione sono:

EXX = u,X +
1

2

(
u2,X +w2,X

)
+ Zϑ,X = E0 + ZK(2.66)

2EXZ = w,X +ϑ = Γ(2.67)

Linearizzando le componenti della deformazione si ottiene:

(2.68)






δE0 = (1 + u,X ) δu,X +w,X δw,X

δΓ = δw,X +δϑ

δK = δϑ,X

Introducendo le approssimazioni al campo degli spostamenti come nella
(2.40) e nella (2.41) è possibile ottenere l’operatore Bα che è dato da:

(2.69) Bα =




(1 + u,x )Nu
α ,X w,X Nw

α ,X 0

0 Nw
α ,X Nϑ

α

0 0 Nϑ
α ,X




mentre per ottenere l’operatore completo B di dimensione [3X6] è possibile
ricorrere ancora alla (2.47).
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D’altra parte, la matrice di rigidezza tangente è ancora definita dalla re-
lazione (2.50), nella quale il termine KG di dimensione [6X6] è dato dalla
(2.59). In questo caso però la matrice (KG)αβ di dimensione [3X3] è definita
da:

(2.70) (KG)αβ =

∫

L

Nα,X




T 0 0

0 T 0

0 0 0


 Nβ,X dX

con α e β che vanno da 1 a 2, mentre T è l’azione assiale definita nella 2.30.

2.2.2.2. Deformazione di taglio nulla. Considerando ancora un elemento
trave a due nodi, assumendo però che le deformazioni di taglio siano nulle,
ovvero Γ = 0, si ottiene:

(2.71) ϑ = −w,X

Si approssima ora il campo degli spostamenti in modo da avere:

u =

2∑

α=1

Nu
α û(2.72)

w =

2∑

α=1

Nw
α ŵ + Nϑ

α ϑ̂(2.73)

nella quale ϑ̂ ≡ ŵ,X nei nodi.
L’equazione residuale è questa volta pari a:

(2.74) Rn+1 = V ext −

∫

L

BT

{
Tn+1

Mn+1

}
dX = 0

L’operatore B può essere ancora definito attraverso la relazione (2.47),
essendo l’operatore Bα dato da:

(2.75) Bα =

[
(1 + u,X )Nu

α ,X w,X Nw
α ,X w,X Nϑ

α ,X

0 − Nw
α ,XX − Nϑ

α ,XX

]

La componente geometrica della matrice di rigidezza è ancora data dalla li-
nearizzazione del termine BT V valutato per V costante.
Tenendo conto che il campo delle rotazioni è espresso in questo caso in fun-
zione degli spostamenti trasversali, possono essere introdotti i vettori Nu e
Nw, definiti come:

(2.76)
Nu = (Nu

1 0 0 Nu
2 0 0 )

Nw = ( 0 Nw
1 Nϑ

1 0 Nw
2 Nϑ

2 )
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tali da permettere di esprimere le deformazioni nella forma:

(2.77) ε = Bû =

[
(1 + u,X )N ,uX +w,X N ,wX

− N ,wXX

]
û

Per la stessa ragione è possibile esprimere la quantità BT V come:

(2.78) BT V = [(1 + u,X ) N ,uX +w,X N ,wX ]T T − (N ,wXX )M

e quindi:

δ
(
BT

)
V = T

[
(N ,uX )T δu,X + (N ,wX )T δw,X

]
=

T
[
(N ,uX )T

N ,uX + (N ,wX )T N ,wX

]
δû

(2.79)

Pertanto la matrice geometrica tangente è data da:
(2.80)

(KG)αβ =

∫

L




(Nu
α ,X )

T
T Nu

β ,X 0 0

0 (Nw
α ,X )

T
T Nw

β ,X (Nw
α ,X )

T
T Nϑ

β ,X

0
(
Nϑ

α ,X
)T

T Nw
β ,X

(
Nϑ

α ,X
)T

T Nϑ
β ,X


 dX

Con α e β che assumono valore 1 e 2 in modo che la KG sia di dimensione
[6X6].
Essa può anche essere riscritta nella forma:

(2.81) (KG)αβ =

∫

L

NT
α ,X

[
T 0

0 T

]
Nβ ,X dX

dove si ha che:

(2.82) Nα =

[
Nu

α 0 0

0 Nw
α Nϑ

α

]

2.3. La verifica dell’elemento elastico in grandi spostamenti

Prima di procedere alla implementazione del legame costitutivo dei ma-
teriali nell’elemento in grandi spostamenti è stato valutato quale fosse il com-
portamento esibito utilizzando un legame elastico.
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2.3.1. Le prove per spostamenti piccoli. Sono state eseguite delle prove
per verificare innanzi tutto la coincidenza dei risultati tra l’elemento in gran-
di e quello in piccoli spostamenti quando lo spostamento è molto piccolo in
relazione alla lunghezza dell’elemento; inoltre, utilizzando per uno stesso
problema la formulazione in grandi spostamenti e quella in piccoli sposta-
menti, si è ritenuto significativo identificare quale sia il limite per il quale si
manifesta una differenziazione tra i risultati delle due modalità di approccio.

Le prove sono state compiute su una trave bidimensionale le cui caratte-
ristiche sono:

• lunghezza: 10m
• base sezione: 0.2m
• altezza sezione: 0.5m
• fibre utilizzate per descrivere la sezione: 200
• modulo di elasticità : 108Pa

La trave è orientata avendo l’asse coincidente con l’asse x del sistema di rife-
rimento, mentre i carichi di taglio sono assegnati in direzione z, che è la di-
rezione dell’altezza della sezione, e i momenti flettenti causano una rotazione
attorno all’asse y.
Il primo nodo, dove si valutano le reazioni vincolari, è incastrato, mentre il
secondo, quello caricato e dove si valutano gli spostamenti, è libero.

Sono state compiute tre prove, applicando prima un’azione assiale, poi
una forza tagliante ed infine un momento flettente e confrontando i risultati
ottenuti con l’elemento a fibre sviluppato in grandi spostamenti, con quel-
lo sviluppato in piccoli spostamenti e con l’elemento frame finite di FEAP
(tabelle 1 - 3). I carichi unitari applicati sono stati moltiplicati per un fat-
tore di carico pari a 0.01.
Si sono poi compiute le medesime prove al variare della lunghezza della
mensola (diventata pari a 100m) ma lasciando costante la sezione (tabelle 4 -
6).
Si indica con u lo spostamento assiale, con w lo spostamento tagliante e con
ϑ la rotazione.

Le prove hanno evidenziato che per spostamenti piccoli le due formu-
lazioni, in piccoli spostamenti ed in grandi spostamenti, forniscono gli stessi
risultati; l’unica eccezione riguarda l’elemento di FEAP frame finite che nella
prova di taglio fornisce uno spostamento trasversale differente dagli altri due
valori.
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Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u 1.000E(−08) 1.000E(−08) 1.000E(−08)
w 4.9298E(−24) 2.1025E(−23) 0.0000E(+00)
ϑ 9.8596E(−25) 3.2232E(−24) 0.0000E(+00)

Tabella 1: prova della mensola lunga 10m soggetta ad una forza
assiale unitaria moltiplicata per il fattore di carico.

Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u −1.5601E(−11) 2.2736E(−23) −7.2482E(−12)
w 1.6000E(−05) 1.6000E(−05) 1.2050E(−05)
ϑ 2.4001E(−06) 2.4001E(−06) 2.4038E(−06)

Tabella 2: prova della mensola lunga 10m soggetta ad una forza
tagliante unitaria moltiplicata per il fattore di carico.

Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u −3.8402E(−13) −7.3483E(−24) −2.8890E(−13)
w 2.4001E(−06) 2.4001E(−06) 2.4038E(−06)
ϑ 4.8001E(−07) 4.8001E(−07) 4.8077E(−07)

Tabella 3: prova della mensola lunga 10m soggetta ad un momento
unitario moltiplicata per il fattore di carico.

58



2.3 LA VERIFICA DELL’ELEMENTO ELASTICO IN GRANDI SPOSTAMENTI

Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u 1.000E(−07) 1.000E(−07) 1.000E(−07)
w −1.0916E(−21) 9.4371E(−22) 0.0000E(+00)
ϑ −2.1836E(−23) 1.5058E(−23) 0.0000E(+00)

Tabella 4: prova della mensola lunga 100m soggetta ad una forza
assiale unitaria moltiplicata per il fattore di carico.

Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u −1.5573E(−06) 5.1950E(−23) −7.2234E(−07)
w 1.5986E(−02) 1.6000E(−02) 1.2020E(−02)
ϑ 2.3974E(−04) 2.4001E(−04) 2.4038E(−04)

Tabella 5: prova della mensola lunga 100m soggetta ad una forza
tagliante unitaria moltiplicata per il fattore di carico.

Spostamento El. grandi sp. El. piccoli sp. El. fr. finite
u −3.8402E(−10) −2.0667E(−23) −2.8891E(−10)
w 2.4001E(−04) 2.4001E(−04) 2.4038E(−04)
ϑ 4.8001E(−06) 4.8001E(−06) 4.8077E(−06)

Tabella 6: prova della mensola lunga 100m soggetta ad un momento
unitario moltiplicata per il fattore di carico.
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2.3.2. Le prove per spostamenti molto grandi. Prove simili alle prece-
denti sono state compiute imponendo carichi che portassero a spostamenti
che fossero molto grandi, ovvero dello stesso ordine di grandezza della di-
mensione principale della trave. Tali prove sono state effettuate anche va-
riando il numero di elementi che compongono la trave, descritta prima con
un solo elemento e poi con 100 elementi. Riferendosi ai grafici delle figure 2.4
- 2.8, la linea tratteggiata indica l’elemento sviluppato a fibre in grandi spo-
stamenti, la linea puntinata l’elemento a fibre in piccoli spostamenti mentre
la linea con alternati trattini e punti indica l’elementi frame finite di FEAP.

I risultati della prova assiale (figura 2.4) hanno evidenziato che il compor-
tamento non varia in maniera significativa all’aumentare del numero degli
elementi e che lo spostamento assiale anche nella formulazione in grandi
spostamenti non si discosta troppo dal comportamento elastico.

Per quanto riguarda invece la prova nel caso di azione di taglio agente,
si è notata una grande differenza al variare del numero degli elementi uti-
lizzati (figure 2.5 - 2.7). In generale, all’aumentare del numero di elementi
la descrizione sia dello spostamento trasversale che della rotazione avviene
in maniera migliore, presumibilmente perché si riesce a cogliere in maniera
migliore la descrizione della deformata. Utilizzando un solo elemento in-
vece si ha che per grandi carichi lo spostamento è molto ridotto, sia in ter-
mini di w che di ϑ. D’altro canto, utilizzando 100 elementi si identifica bene
il momento in cui interviene in maniera significativa anche nella prova di
taglio lo spostamento assiale, che corrisponde al punto angoloso della curva
in grandi spostamenti che si allontana dall’andamento della curva in piccoli
spostamenti.

Lo stesso aspetto che si percepisce dalla figura 2.7 lo si coglie particolar-
mente bene nella prova in cui si applica un momento all’estremo libero della
trave (figura 2.8). In questa prova, se si modella la trave con un solo elemento
si ottengono dei risultati molto differenti rispetto al caso della formulazione
frame finite che coincidono con quelli della formulazione in piccoli sposta-
menti.
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Figura 2.4: grafici N − u della prova assiale eseguita utilizzando 1
elemento (sinistra) e 100 elementi (destra).

−3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−9

u [m]

N
 [N

]

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

−9

u [m]

N
 [N

]

Figura 2.5: grafici N − u della prova di taglio eseguita utilizzan-
do 1 elemento (sinistra) e 100 elementi (destra); lo spostamento as-
siale è nullo nella formulazione in piccoli spostamenti, è dato dal-
l’andamento più ampio nella formulazione frame finite di FEAP,
mentre è definito dal tratto più scuro nella formulazione in grandi
spostamenti.
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Figura 2.6: grafici V − w della prova di taglio eseguita utilizzando 1
elemento (sinistra) e 100 elementi (destra).
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Figura 2.7: grafici M − ϑ della prova di taglio eseguita utilizzando 1
elemento (sinistra) e 100 elementi (destra).
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Figura 2.8: grafici M−ϑ della prova di flessione eseguita utilizzando
1 elemento (sinistra) e 100 elementi (destra).
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2.3.3. Il confronto con gli elementi elastici in grandi spostamenti di
SeismoStruct. Per testare ancora l’elemento implementato si sono confrontati
i risultati ottenuti con quelli forniti da SeismoStruct, che contiene elementi in
grandi spostamenti.
In questa fase è stata valuatata una relazione lineare del materiale, ottenuta
in SeismoStruct utilizzando un materiale tipo acciaio con curva costitutiva bi-
lineare il cui coefficiente di incrudimento fosse pari all’unità: in questo modo
è stato possibile fissare un modulo elastico E costante durante tutta la storia
sollecitativa. Per descrivere la sezione sono state utilizzate sia nell’elemento

Figura 2.9: struttura sulla quale sono state eseguite le prove e relativa
sezione.

sviluppato che in SeismoStruct 200 fibre, mentre il carico di taglio è stato ap-
plicato utilizzando in entrambi i casi il controllo di forza.

Sono state compiute prove al variare del numero di elementi utilizzati
per descrivere la mensola. Questo è stato fatto aspettandosi che l’utilizzo
di più elementi permetta una descrizione migliore della deformata e quin-
di una integrazione migliore lungo la lunghezza dell’elemento. Tale aspet-
to è particolarmente importante nell’elemento implementato nel quale l’in-
tegrazione lungo la lunghezza avviene utilizzando il metodo di Cavalieri-
Simpson, ovvero considerando soltanto tre sezioni significative.
Si riportano di seguito i grafici dei risultati delle prove eseguite, rispettiva-
mente con 1 (figura 2.10), 10 (figura 2.11) e 100 (figura 2.12) elementi, con Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e con l’elemento sviluppato (linea continua). Si
plottano i parametri significativi nello studio della deformata di un problema
bidimensionale, ovvero lo spostamento trasversale w (in direzione x rispetto
alla figura 2.9) e lo spostamento u (in direzione z rispetto alla figura 2.9) in
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funzione del taglio applicato in sommità.
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Figura 2.10: risultati della prova utilizzando un solo elemento.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

u [m]

V
 [N

]

0 2 4 6 8 10 12
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

w [m]

V
 [N

]

Figura 2.11: risultati della prova utilizzando 10 elementi.

I risultati riportati evidenziano che la prova di taglio in grandi spostamenti è
descritta concordemente dai due codici di calcolo solo utilizzando un elevato
numero di elementi (figura 2.12). Presumibilmente, dato l’andamento delle
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Figura 2.12: risultati della prova utilizzando 100 elementi.

due risposte in funzione del numero di elementi impiegati, aumentando an-
cora quest’ultimo, le risposte continuano ad avvicinarsi.
Inoltre è possibile affermare che SeismoStruct è meno sensibile alla vari-
azione dei risultati all’aumentare del numero di elementi.
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CAPITOLO 3

I legami costitutivi

3.1. I legami costitutivi dei materiali

Nel caso dell’elemento sviluppato, si ha la distinzione nella sezione tra i
due materiali tipici che compongono il calcestruzzo armato, ovvero il calce-
struzzo e l’acciaio: per ogni fibra si specifica quale è il materiale di cui essa è
composta (figura 3.1).
L’obiettivo dello studio e dello sviluppo dei legami cositutivi dei materiali è
quello di arrivare a descrivere il comportamento di ogni fibra anche in cor-
rispondenza di valori elevati di deformazione, per i quali non si considera
soddisfacente il solo approccio elastico.

Figura 3.1: modello a fibre della trave tridimensionale in
calcestruzzo armato.

Per questo, sono stati indagati ed implementati dei modelli che possano ben
rappresentare il legame non lineare costitutivo di tali materiali.

Coerentemente col modello a fibre sviluppato, per entrambi i materia-
li sono stati implementati dei legami monodimensionali, ovvero relazioni che
assumono significativi i soli parametri di sforzo e di deformazione in una di-
rezione, coincidente con la direzione dell’asse dell’elemento. Per questo, lo
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studio del campo delle deformazioni si riduce allo studio della componente
εxx, in seguito indicata semplicemente come ε, e lo studio del campo delle
tensioni è ricondotto alla valutazione della sola σxx, indicata d’ora innanzi
con il simbolo σ. Questo implica che il comportamento del materiale nelle
direzioni differenti rispetto a quella fondamentale e quindi l’interazione tra
le varie componenti di sforzo e deformazione non siano state affrontate di-
rettamente nella trattazione; indirettamente però gli aspetti più significativi
sono stati valutati nelle leggi costitutive attraverso opportuni coefficienti in-
seriti nel modello monodimensionale, senza pertanto perdere i benefici di
semplicità di implementazione del modello.

Operativamente si è proceduto valutando dapprima quale fosse il com-
portamento dei materiali attraverso i risultati di prove sperimentali riportati
su pubblicazioni. In seguito sono stati analizzati i differenti modelli proposti
a cui far riferimento nello studio del problema, tenendo conto delle peculiar-
ità di ognuno ed operando la scelta di quelli considerati migliori tra questi.
Infine è stata eseguita l’implementazione dei modelli scelti.

3.2. Il modello costitutivo del calcestruzzo

Il modello costitutivo del calcestruzzo deve descrivere la relazione tra
sforzi e deformazione per una qualunque storia in controllo di forza o spo-
stamento.

Figura 3.2: comportamento del calcestruzzo in compressione da
prove sperimentali (dati da Karsan-Jirsa [16]).
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Figura 3.3: comportamento del calcestruzzo per prove di compres-
sione ciclica (dati da Karsan-Jirsa [16]).

Figura 3.4: comportamento del calcestruzzo in trazione da prove
sperimentali (dati da Karsan-Jirsa [16]).

Da prove sperimentali si ha che il comportamento del calcestruzzo a com-
pressione (figura 3.2) presenta un veloce raggiungimento della tensione mas-
sima resistente e poi una diminuzione di tale valore al crescere ancora della
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deformazione fino a raggiungere uno sforzo che si mantiene differente da
zero ancora per un significativo intervallo di deformazione. D’altro canto in
trazione (figura 3.4) la tensione del materiale si annulla per valori molto bassi
di deformazione, tanto che sovente si assume che il calcestruzzo non resista
a trazione.

Le caratteristiche principali che deve soddisfare il modello idoneo a de-
scrivere compiutamente il legame tra sforzo e deformazione riguardano tutti
i seguenti aspetti:

• il comportamento completamente differente del materiale in com-
pressione ed in trazione;

• la degradazione successiva della rigidezza sia in fase di carico che
di scarico per effetto dell’incremento della deformazione e della
conseguente fessurazione;

• la risposta isteretica in presenza di carichi ciclici.

3.2.1. La schematizzazione del comportamento del calcestruzzo su una
sezione. Valutando una generica sezione si può affermare che il comporta-
mento del calcestruzzo compresso sia determinabile attraverso tre parametri
che permettono di definire la distribuzione delle tensioni in corrispondenza
di una distribuzione delle deformazioni lineare.
Supponendo ad esempio di valutare il comportamento di un elemento
soggetto a flessione con tese le fibre inferiori, si ottiene la distribuzione delle
tensioni riportata in figura 3.5 (nella quale sono state trascurate le tensioni di
trazione del calcestruzzo).

La distribuzione delle tensioni di figura 3.5 costituisce il modello più co-
mune utilizzato per descrivere l’andamento della compressione in una sezio-
ne, ovvero ricorrendo alla forma della parabola. Le relazioni fondamentali
del problema sono:

fc = k3f
′

c(3.1)

d = k2x(3.2)

R = k1k3f
′

cbx(3.3)

nelle quali:

• la relazione (3.1) esprime la massima tensione di compressione
del calcestruzzo, che è funzione del parametro f ′

c, la massima re-
sistenza a compressione di un provino cilindrico del materiale; tale
parametro è ottenuto attraverso il fattore k3, tipicamente assunto
pari a 0,85;
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Figura 3.5: esempio di sezione generica sottoposta ad azione flet-
tente con rappresentazione delle deformazioni e delle tensioni di
compressione.

• la relazione (3.2) permette di calcolare il braccio di leva rispetto al-
l’estremità delle fibre compresse della risultante di compressione,
moltiplicando la profondità dell’asse neutro x per il fattore k2;

• la relazione (3.3) consente infine di calcolare la risultante di com-
pressione nell’area di deformazione negativa; la tensione media uti-
lizzata è ottenuta come prodotto della tensione massima per un co-
efficiente k1 che tiene conto della distribuzione reale delle tensioni
nell’area considerata.

Ci si aspetta allora che il modello a fibre implementato fornisca una legge di
legame tra sforzo e deformazione tale per cui una volta integrate le tensioni
si possa ottenere un andamento che sia analogo a quello riportato in figura
3.5, sia per quanto riguarda la risultante che il punto di applicazione delle
forze agenti.

3.2.2. Il comportamento del calcestruzzo a compressione.
3.2.2.1. I modelli classici utilizzati per descrivere il comportamento del calce-

struzzo a compressione. I modelli proposti per la descrizione del comporta-
mento del calcestruzzo da Chan (figura 3.6), da Soliman e Yu (figura 3.7) e
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da Roy e Sozen (figura 3.8) possono essere considarati i modelli classici che
costituiscono il punto di partenza nell’analisi della problematica.

Figura 3.6: modello di Chan.

• Modello di Chan [5], curva in figura 3.6: il comportamento del ma-
teriale è descritto attraverso una trilineare (OA), (AB), (BC), che ap-
prossima la curva di carico; la pendenza di (BC) dipende dal confi-
namento laterale.

• Modello di Soliman e Yu [33], curva in figura 3.7: il modello è cos-
tituito da una parabola (OA) che permette di giungere al valore f ′

c,
in corrispondenza del quale è presente un plateau (AB) e poi una li-
neare decrescente (BC).

• Modello di Roy e Sozen [28], curva in figura 3.8: si descrive l’anda-
mento della tensione attraverso due segmenti (OA) e (AB) essendo
il punto A corrispondente alla massima tensione raggiunta f ′

c e re-
lativo ad una deformazione pari a ε = −0, 002; la deformazione ε50

del punto B, posto in corrispondenza di una tensione pari alla metà
rispetto a quella massima è assunta essere linearmente dipendente
dalla percentuale geometrica di armatura trasversale.
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Figura 3.7: modello di Soliman e Yu.

L’evidenza sperimentale riportata nella maggior parte delle prove eseguite,
come nel caso di Chan [5], Soliman e Yu [33] e Rüsch [29], indica una forte
correlazione tra la resistenza del calcestruzzo ed il suo confinamento: questa
può influire a seconda dei modelli o nella determinazione del valore della re-
sistenza di picco o nella pendenza del tratto discendente della curva costituti-
va. Per arrivare a definire un modello completo per il calcestruzzo è pertanto
fondamentale distinguere tra il comportamento del calcestruzzo confinato e
quello del calcetruzzo non confinato.

3.2.2.2. Il confinamento del calcestruzzo. In una trave, per calcestruzzo con-
finato si intende quella parte del volume di calcestruzzo che è soggetto ad
azioni di compressione nel piano perpendicolare all’asse della trave.

Esistono due tipi di confinamento:

• il confinamento attivo, dato dall’effetto di sforzi traversali prodotti
da forze esterne applicate, come nel caso della pressione idrostatica
agente su un elemento scarico;

• il confinamento passivo, ottenuto attraverso l’azione dell’armatura
trasversale, ad esempio staffe di acciaio chiuse disposte nei piani
delle sezione di trave con una opportuna spaziatura.
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Figura 3.8: modello di Roy e Sozen.

L’effetto del confinamento è poco importante per bassi livelli di defor-
mazione, quando il calcestruzzo non ha ancora iniziato a fratturarsi; al con-
trario diventa fondamentale per alti livelli di deformazione, quando l’aper-
tura delle fratture causa una reazione di contenimento da parte delle staffe.
Per questo la valutazione del confinamento permette di incrementare la
resistenza del calcestruzzo per deformazioni elevate.

Come illustra la figura 3.9 che confronta due curve di sforzo-deformazione,
la curva (A) e la curva (B), dove la prima è relativa a del calcestruzzo non con-
finato, mentre la seconda è relativa a del calcestruzzo confinato, i vantaggi del
confinamento si ripercuotono su tre aspetti:

• la tensione massima raggiungibile nel caso confinato è maggiore
(f ′

c,A < f ′

c,B);
• la deformazione alla quale si ha la tensione di picco nel caso

confinato è maggiore (|εA| < |εB |);
• la curva di degradazione nel caso confinato ha pendenza minore

rispetto a quella del caso non confinato, per cui il materiale conserva
caratteristiche migliori più a lungo.

Nel caso in oggetto di analisi, ovvero quello di una trave in calcestruzzo
armato, siamo interessati al solo confinamento passivo e, come evidenziato
dalla figura 3.10, l’area confinata sarà data dall’area che risulta essere interna
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Figura 3.9: raffronto delle curve di legame del calcestruzzo in
compressione nel caso confinato e nel caso non confinato.

alle staffe. È importante anche valutare il tipo di confinamento presente in

Figura 3.10: ipotetica distinzione tra zona confinata e zona non
confinata in una trave.

funzione delle staffe utilizzate: l’efficacia della staffatura è infatti differente a
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Figura 3.11: differente tipologia di staffe utilizzabili e differente
effetto del confinamento.

Figura 3.12: differente effetto di confinamento in funzione del passo
delle staffe adottato.

seconda del tipo di staffe e della spaziatura adottata. Come illustra la figu-
ra 3.11, nella quale sono riportate sopra le azioni di confinamento agenti e
sotto è evidenziata l’area che ai fini dell’analisi strutturale si può consider-
are confinata, per la diversa modalità di trasmissione delle tensioni saranno
preferibili staffe circolari o spirali a staffe rettangolari. Valutando invece la
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figura 3.12, che riporta una vista laterale della trave il cui asse si suppone
svilupparsi lungo la direzione x, si ha che la zona che non si può considerare
confinata evidenziata col tratteggio si riduce al ridursi del passo delle staffe,
per questo, a parità di percentuale di armatura necessaria al confinamento, è
preferibile adottare un passo ridotto.

3.2.2.3. Il modello di Popovics. Sperimentalmente si assiste alla presenza
di una rilevante non-linearità nel legame tensione-deformazione per effetto
soprattutto del fenomeno della microfessurazione che interessa il materiale
composto anche per deformazioni negative. Partendo da tali considerazioni,
Popovics [24] ha proposto una formulazione del legame sforzo-deformazione
che tiene conto di tali aspetti. Il modello di Popovics descrive il legame tra

Figura 3.13: il modello di Popovics.

sforzi e deformazione nella compressione del calcestruzzo come una curva
data dalla seguente equazione:

(3.4) σ = −
ε

εp
fp

n

n − 1 +
ε

εp
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dove n è definito come:

(3.5) n =
Ec

Ec − Esec

e nella quale:
• Ec è il modulo elastico iniziale del materiale;
• Esec è il modulo secante del materiale;
• fp e εp sono rispettivamente la massima tensione di compressione

del materiale e la rispettiva deformazione.
L’ultimo termine frazionario nella (3.4) costituisce una misura di quanto la
curva si allontana dal comportamento perfettamente lineare pre-picco del
materiale e per come è definita, ovvero in funzione dei moduli elastico e se-
cante, permette di descrivere un andamento iniziale tanto più lineare quanto
più il materiale è resistente.

La figura 3.13 descrive appunto questo aspetto riportando la curva del
modello per tre tipi di calcestruzzo caratterizzati da una differente tensione
massima fp: è immediato vedere come il tratto pseudo lineare della curva
sia più lungo per materiali con resistenza maggiore (materiale C) rispetto a
materiali con resistenza minore (materiale A).

Figura 3.14: il modello di Hoshikuma con evidenziato il
comportamento nella zona pre-picco.
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Figura 3.15: il modello di Hoshikuma con evidenziato il
comportamento nella zona post-picco.

3.2.2.4. Il modello di Hoshikuma. Dai risultati ottenuti nel corso di anali-
si di pile di ponti in calcestruzzo armato, Hoshikuma ed altri studiosi [15]
hanno proposto un modello nel quale la massima tensione del materiale e
la relativa deformazione dipendono dal grado di confinamento dell’elemen-
to, mentre non dipende da quest’ultimo il modulo elastico tangente all’orig-
ine del materiale. Partendo dal modello di Popovics, dunque, la curva del
modello proposto da questi studiosi è data dall’equazione:

(3.6) σ = Ec ε

[
1 −

1

n

(
ε

εp

)n−1
]

nella quale n è definito come:

(3.7) n =
Ec

Ec − Esec

e dove:

• Ec è il modulo elastico iniziale del materiale;
• Esec è il modulo secante del materiale;
• fp e εp sono rispettivamente la massima tensione di compressione

del materiale e la rispettiva deformazione.
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La figura 3.14 evidenzia la fase pre picco di andamento della curva tensioni-
deformazioni per una fase di compressione. I materiali delle curve (A), (B) e
(C) sono caratterizzate da una differente tensione massima resistente.
Per quanto concerne il tratto post-picco della curva tensione-deformazione,
sia il modello di Popovics che quello di Hishikuma prevedono che una vol-
ta arrivati al punto di tensione massima (il punto A di figura 3.15) si ha un
ramo lineare discendente (AB) la cui pendenza è funzione del confinamen-
to del materiale, fino ad arrivare al punto (B): per deformazioni maggiori, la
tensione nel calcestruzzo compresso rimane costante pari al 20% del valore
di picco.

3.2.2.5. Il modello di Saenz. La peculiarità del modello di Saenz [31], che in
fase di descrizione della curva pre-picco è analogo al modello di Popovics, è
data dalla descrizione del tratto post-picco. Se infatti nei modelli visti prece-
dentemente l’andamento in tale zona era lineare, nel modello di Saenz per
descriverlo si usa una curva.
Alla base di tale scelta c’è l’osservazione sperimentale che il comportamen-
to post-picco di materiali più resistenti è caratterizzato da una perdita di
tensione più veloce all’aumentare della deformazione rispetto a quello che
accade nelle stesse condizioni in un materiale meno resistente. Da tale con-
statazione deriva la scelta da parte di Saenz di modellare la curva in funzione
della tensione di picco del materiale:

(3.8) σ =

K fp

(
ε

εp

)

1 + A

(
ε

εp

)
+ B

(
ε

εp

)2

+ C

(
ε

εp

)3

Per calcolare la tensione dalla (3.8) è necessario definire le seguenti relazioni:

(3.9)

A = C + K − 2

B = 1 − 2C

C = K
Kσ − 1

(Kε − 1)2
−

1

Kε
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essendo:

(3.10)

K =
Ec

Esec

Esec =
fp

εp

Kε =
εr

εp

Kσ =
fp

fr

con Ec che è il modulo elastico del calcestruzzo e nelle quali εr ed fr sono le
coordinate di un punto di controllo post picco definito dalle relazioni:

(3.11)
fr =

fpf
′

c

5f ′

c − fp
≤ 1, 4fp

εr = 4 εp

L’andamento risultante è quello descritto dalla curca (AB) di figura 3.16.

Figura 3.16: il modello di Saenz nella zona post-picco.
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3.2.2.6. Il modello di Kent e Park. Per descrivere il comportamento del
calcestruzzo in compressione, uno dei modelli più affidabili, nel senso di
aderenza ai risultati sperimentali, e utilizzato, è il modello proposto da Kent
e Park [17] (figure 3.17 e 3.18). La formulazione parte dalle conclusioni di
Hognestad, che nel suo lavoro [14] ha proposto una descrizione del ramo
pre-picco di compressione del calcestruzzo parabolico. Le caratteristiche
principali del modello sono le seguenti:

Figura 3.17: modello di Kent Park per calcestruzzo confinato.

• Regione (OA). La curva in tale tratto è descritta attraverso una
parabola del secondo ordine. Si assume che in tale tratto non sia ri-
levante l’effetto del confinamento trasmesso attraverso apposita ar-
matura, per cui la massima tensione nel calcestruzzo è pari a fp sia
nel caso di presenza di confinamento che nel caso di assenza dello
stesso. In tale modello inoltre si assume k3 unitario, che equivale
a considerare che la tensione massima a compressione sia pari alla
resistenza a compressione di un provino cilindrico. Si ipotizza che
si abbia la massima tensione per un valore di deformazione pari a
ε0 = 0, 002, che costituisce un valore tipico per il calcestruzzo non
confinato. Il confinamento potrebbe portare ad un incremento del
valore, ma comunque molto prossimo a questo, per cui la differen-
za si assume trascurabile. L’espressione per ricavare al tensione è
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Figura 3.18: modello di Kent Park per calcestruzzo non confinato.

pertanto pari a:

(3.12) σ = fp

[
2ε

ε0
−

(
ε

ε0

)2
]

nella quale ε è la deformazione del calcestruzzo e σ la relativa ten-
sione.

• Regione (AB). Il ramo discendente della tensione all’aumentare della
deformazione oltre il valore ε0 è assunto essere lineare e dipendente
dal grado di confinamento. Per determinarne l’inclinazione si calco-
la quale sia il valore della deformazione ε50 per cui la tensione vale
la metà rispetto al valore massimo fp. Tale valore è funzione di ρ che
è la percentuale geometrica di armatura trasversale, la sola in tale
modello considerata efficace al fine del confinamento. Prove sper-
imentali evidenziano che aumentando la percentuale di armatura
trasversale aumenta anche il valore della deformazione ε50 e di que-
sto il modello tiene conto facendo variare la pendenza di tale tratto
di curva proprio in funzione dello stesso parametro: per questo è
possibile riferire il grafico di figura 3.17 al calcestruzzo confinato,
mentre quello di figura 3.18 al calcestruzzo non confinato; la figura
3.19 invece illustra come all’aumentare della percentuale geometrica
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Figura 3.19: modello di Kent Park per calcestruzzo a confinamento
variabile.

di armatura trasversale ρ1 < ρ2 < ρ3 < ρ4 aumenti anche il valore di
ε50.

Per ricavare il valore della tensione si utilizza la seguente formu-
la:

(3.13) σ = fp [1 − Z (ε − ε0)]

nella quale il parametro Z è funzione del confinamento presente.

• Regione oltre B. Si assume che il valore di tensione rimanga con-
stante a partire da ε20, che è il valore di deformazione per cui la ten-
sione vale il 20% del valore di picco fp, fino a valori di deformazione
infiniti. Questo risponde alla caratteristica del calcestruzzo di poter
sostenere tale tensione anche per valori elevati di deformazioni.

Ipotizzando di tornare a valutare il comportamento della generica sezio-
ne di figura 3.5 è possibile identificare il seguente andamento successivo delle
tensioni come rappresentato in figura 3.20: per valori di deformazioni minori
di ε0 si ha un semplice andamento parabolico delle tensioni, che diventa li-
neare decrescente per valori compresi tra ε0 e ε20 e costante per valori di
deformazione maggiori di ε20.
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Figura 3.20: modello di Kent Park per calcestruzzo, rapp-
resentazione delle tensioni in funzione di una deformazione
crescente.

3.2.3. Il comportamento del calcestruzzo a trazione. Il calcestruzzo è
caratterizzato da una resistenza a trazione molto inferiore rispetto alla re-
sistenza a compressione, tanto che spesso lo si considera non resistente a
trazione. Per questo sovente si hanno modelli che considerano nulla la ten-
sione di trazione agente nel calcestruzzo. È opportuno evidenziare come la
trazione possa nascere od in fase di scarico anche in condizioni di defor-
mazione negativa, come rappresentato in figura 3.21 dove lo stato tensionale
positivo è dovuto allo scarico operato nel punto C ed è presente per valo-
ri negativi di deformazione, oppure a causa di una deformazione positiva,
come nel caso della figura 3.22 dove si ha il raggiungimento della tensione
massima nel punto A e poi l’annullarsi della tensione di trazione.
È fondamentale ricordare anche che il calcestruzzo ha una resistenza a
trazione massima pari a ft: tale valore però è molto inferiore rispetto al valo-
re della resistenza a compressione e si annulla per brevi escursioni di defor-
mazione, ovvero decresce fino a zero molto velocemente se la deformazione
che ha indotto la tensione positiva non si inverte.
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Figura 3.21: il raggiungimento della tensione positiva con
deformazione negativa.

3.2.4. Il modello del calcestruzzo implementato. Il modello implemen-
tato per la descrizione del legame sforzi-deformazioni del calcestruzzo è stato
quello di Kent-Park [17] alla luce dei miglioramenti apportati da Mohd Yassin
[22] per quanto riguarda il comportamento in trazione. La scelta è caduta su
tale modello essenzialmente per due ragioni:

• si tratta di un modello che associa efficienza e semplicità com-
putazionale ad una buona aderenza dei risultati ottenuti rispetto ai
dati sperimentali;

• è disponibile un numeroso archivio di dati relativi ad analisi che
sono state compiute basandosi su tale modello per cui rende pos-
sibile una facile comparazione dei risultati.

Si tratta di un modello monodimensionale, ma si considera anche l’effetto
del confinamento attraverso la definizione del modulo elastico della curva di
degradazione.

3.2.4.1. Relazione di compressione monotona. Assumendo come variabili
principali del modello la deformazione ε e la tensione σ, per le quali si in-
tende trovare la relazione di legame, la legge di compressione monotona è
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Figura 3.22: il raggiungimento della tensione positiva con
deformazione positiva.

così formulata:

(3.14)

ε ≤ ε0 σ = Kf ′

c

[
2

(
ε

ε0

)
−

(
ε

ε0

)2
]

ε0 < ε ≤ ε20 σ = Kf ′

c [1 − Z (ε − ε0)]

ε > ε20 σ = 0, 2Ff ′

c

Le grandezze presenti nelle (3.14) sono:

• f ′

c = k3fc dove fc è la resistenza a compressione di un provino
cilindrico di calcestruzzo espressa in MPa;

• ε0 è il valore di deformazione per il quale si ha la massima tensione
nel calcestruzzo supponendo di avere un carico monotono di com-
pressione. In questo modello tale parametro è funzione anche del
confinamento del materiale, essendo l’espressione della ε0 definita
da:

(3.15) ε0 = −0, 002K
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Figura 3.23: compressione monotona nel modello implementato.

ove K è un fattore che definisce l’aumento di resistenza dovuto al
confinamento:

(3.16) K = 1 +
ρsfyk

f ′

c

nella (3.16) fyk è il valore della tensione di snervamento dell’acciaio
utilizzato per la staffatura in MPa mentre ρs è la percentuale geome-
trica di armatura trasversale funzione della dimensione del nucleo di
calcestruzzo confinato b della sezione e del passo s delle staffe:

(3.17) ρs =
Asw

b s

• fp è il valore della massima tensione nel calcestruzzo, assunto
anch’esso dipendente da K e definito da:

(3.18) fp = −Kf ′

c

• il valore di deformazione ε20 è quello corrispondente ad un va-
lore di tensione tale che σ = 0, 2fp; esso puo essere calcolato
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dall’espressione:

(3.19) ε20 = −0, 8Z + ε0

nella quale il parametro Z costituisce una misura dell’inclinazione
della curva di softening definito da:

(3.20) Z =
0, 5

3 + 0, 29f ′

c

145f ′

c − 1000
+ 0, 75ρs

√
b

s
− 0, 002K

ovvero funzione di quelle grandezze correlate al grado di confina-
mento.

Per quanto riguarda i moduli elastici tangenti del materiale nelle tre diffe-
renti zone, essi possono essere ottenuti derivando l’espressione della σ come
espressa nella (3.14) rispetto alla ε e si ottiene:

(3.21)

ε ≤ ε0 ET =
2Kf ′

c

ε0

(
1 −

ε

ε0

)

ε0 < ε ≤ ε20 ET = −Z K f ′

c

ε > ε20 ET = 0

3.2.4.2. Relazione di scarico e successivo ricarico. Il modello è stato formula-
to per fare in modo che una eventuale fase di scarico dell’azione di compres-
sione nel campo negativo delle deformazioni si possa avere in qualunque
momento della storia di carico, ma che se a questa segue una ulteriore fase di
carico in compressione fino a raggiungere la tensione presente nel momento
in cui è cominciato lo scarico, si torni a percorrere la curva iniziale.

Valutando la figura 3.24 e supponendo di essere nel punto M, caratte-
rizzato da deformazione εm e da sforzo σm, a seguito di una fase di carico
monotono e di applicare da questo punto in poi prima una fase di scarico fi-
no ad arrivare ad una tensione nulla, poi un ricarico, si intende fare in modo
che la fase di ricarico riconduca al punto M, anche se attraverso un percorso
di sollecitazione differente rispetto a quello di scarico.

Per descrivere tale andamento il primo passo consiste nell’identificazione
di un punto di riferimento, il punto R di coordinate εr ed σr: la congiungente
del punto M col punto R permette di calcolare il modulo elastico Er del seg-
mento e di identificare il punto T di intersezione con l’asse delle tensioni
nulle.
Il modello deve rappresentare lo scarico (MC) lungo un segmento di modu-
lo tangente pari a Ec, poi proseguire lo scarico lungo il segmento (CT) con
modulo pari a 0, 5Er (figura 3.24). Dal punto T di tensione nulla la ricarica
avviene lungo la congiungente di R con M, ovvero lungo il segmento (TM) il
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Figura 3.24: relazione di scarico totale e ricarico del modello
implementato.

cui modulo tangente è pari esattamente a Er.
Qualora invece si voglia rappresentare un ciclo di carico e scarico senza ar-
rivare al valore della tensione nulla, ma fermandosi ad un punto D di coor-
diante (εd, σd) come mostrato in figura 3.25, lo scarico avviene nello stesso
modo visto precedentemente mentre la ricarica si effettua muovendosi (DF)
di modulo Ec e poi lungo (FM) di pendenza pari a Er.

Per eseguire l’implementazione del modello si calcola dapprima il valore
dei moduli elastici:

(3.22)
Ec = − 2K

f ′

c

ε0

E20 = k20Ec

dove k20 è il coefficiente che consente di passare da Ec che è il modulo tan-
gente nell’origine, ad E20 che è l’inclinazione della congiungente del punto T
col punto della curva ove comincia il plateau finale (ε20, σ20) da determinarsi
sperimentalmente.
Da questi è poi possibile calcolare le coordinate del punto R, date dalle
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Figura 3.25: relazione di scarico parziale e ricarico del modello
implementato.

relazioni:

(3.23)
εr =

0, 2Kf ′

c − E20ε20

Ec − E20

σr = Ecεr

L’implementazione è stata effettuata calcolando per ogni valore di defor-
mazione ε in modulo minore di εm, ove εm è un parametro che nel caso di
compressione monotona si aggiorna al procedere dell’analisi e rappresenta la
massima deformazione raggiunta in fase di carico, due inviluppi di tensione,
uno massimo ed uno minimo:

(3.24)
σmax = σm + Er (ε − εm)

σmin = 0, 5Er (ε − εt)
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dove σm ed εm sono le coordinate del punto M, mentre:

(3.25)
Er =

σm − σr

εm − εr

εt = εm −
σm

Er

Supponendo di valutare il legame considerandone non più l’andamento al
continuo ma una serie discreta di passi, la tensione è valutata considerando
un valore di tentativo per il passo (n + 1) pari a:

(3.26) σTR = σn + Ec∆ε

nella quale σn è il valore della tensione al passo precedente e:

(3.27) ∆ε = εn+1 − εn

Pertanto possono verificarsi tre casi e ci si comporta, a seconda della
condizione, in uno dei seguenti modi:

(3.28)

σmin ≤σTR ≤ σmax ⇒ σ = σTR ET = Ec

σTR < σmin ⇒ σ = σmin ET = 0, 5Er

σTR > σmax ⇒ σ = σmax ET = Er

Tali casi differenti sono riportati nella figura 3.26 che evidenzia quale sia il
modulo tangente utilizzato in un ciclo di scarico e ricarico.

L’algoritmo per il calcolo del percorso tensione-deformazione nelle fasi
di scarico e ricarico è pertanto così strutturato:

• fase di scarico (∆ε > 0 con σ ≤ 0)
– calcolo moduli tangenti Ec ed E20

– determinazione del punto di coordinate εr e σr

– calcolo modulo Er

– determinazione per ogni passo di due valori di tensione σmax e
σmin che costituiscono i due limiti di tensione ammissibile per il
valore di deformazione dato

– calcolo di un valore di tentativo di tensione σTR supponendo di
muoversi con modulo tangente pari a Ec

– comparazione dei valori σmax, σmin e σTR e determinazione di
σ reale in funzione dei limiti imposti dagli inviluppi massimo e
minimo

• fase di ricarico (∆ε < 0 con σ ≤ 0 supponendo Ec ed Er noti)
– determinazione per ogni passo di due valori di tensione σmax e

σmin che costituiscono i due limiti di tensione ammissibile per il
valore di deformazione dato
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Figura 3.26: relazione di scarico totale e ricarico con evidenziato il
valore del modulo tangente.

– calcolo di un valore di tentativo di tensione σTR supponendo di
muoversi con modulo tangente pari a Ec

– comparazione dei valori σmax, σmin e σTR e determinazione di
σ reale in funzione dei limiti imposti dagli inviluppi massimo e
minimo

3.2.4.3. Relazione che governa l’escursione in campo di trazione. Il fenomeno
della possibile trazione nel calcestruzzo è contemplato dal modello imple-
mentato. Tuttavia in ogni caso il valore della tensione positiva non può
superare la massima resistenza di trazione, pari a ft, ovvero:

(3.29) ft = 0.6228
√

f ′

c

nella quale le tensioni sono espresse in MPa. L’obiettivo è quello di imple-
mentare un modello che descriva sia l’escursione in campo positivo delle
trazioni che il normale sviluppo del percorso tensioni-deformazioni in ca-
so di ricarica in compressione: per questo si vuole fare in modo che il punto
di tensione nulla e di deformazione εt (figura 3.27) costituisca sia il punto
di partenza per lo sviluppo del percorso in campo di tensione positiva che
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Figura 3.27: relazione di scarico e ricarico del modello implementato
con escursione in zona di trazione.

il punto di ritorno in seguito ad una inversione dell’incremento della ten-
sione. Inoltre, si intende rappresentare la degradazione della resistenza del
calcestruzzo al passare dei cicli di carico. Riferendoci alla figura 3.27 e sup-
ponendo di essere giunti in seguito ad una storia precedente nel punto M, si
suppone di voler ridurre la deformazione fino ad arrivare al punto T e poi
proseguire in zona di trazione. Essendo il punto C caratterizzato da una ten-
sione pari alla tensione massima di trazione, ipotizzando che tale ramo di
carico a trazione sia il primo al quale è soggetto il materiale, si procede nel
tratto (TC) con un modulo tangente pari a Ec. Qualora sia lungo questo trat-
to che avviene lo scarico, il percorso nel campo di trazione è perfettamente
elastico e si ripercorre la curva di carico.
Giunti al punto C e continuando ad aumentare la deformazione nel verso
positivo, ovvero in trazione, si ha la frattura del calcestruzzo e si percorre la
curva di scarico (CD) di modulo elastico −Ets, essendo quest’ultimo defini-
to da Ets = ktsEc, ove kts è un coefficiente ricavabile sperimentalmente.
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Figura 3.28: relazione di scarico e ricarico del modello implementato
con escursione in zona di trazione.

L’ascissa del punto D è definibile come:

(3.30) εu = εt + ft

(
1

Ets
+

1

Ec

)

Una volta raggiunto il punto D nel quale si annulla la tensione di trazione
essa rimane nulla fino al ritorno nel campo compresso: eventuali ulteriori
deformazioni superiori al valore εt produrranno un semplice spostamento
lungo l’asse delle ascisse con valore di ordinate nullo, nel verso positivo se
si ha ancora trazione, mentre nel verso negativo nel caso di compressione.
Se si ritorna invece al punto T riprende la storia di deformazione in campo
compresso. Qualora il livello di deformazione sia insufficiente a raggiungere
il punto D di figura 3.27 perché lo scarico avviene prima, lo scenario è quello
illustrato nella figura 3.28 nella quale si suppone di avere deformazione di
trazione fino al punto F: ipotizzando di ricominciare a comprimere da questo
punto in poi si ha che si ritorna linearmente al punto T, seguendo la retta di

95



I LEGAMI COSTITUTIVI

Figura 3.29: relazione di scarico e ricarico del modello implementato
con escursione in zona di trazione.

modulo tangente pari a:

(3.31) Ett =
σf

εf − εt

L’escursione in campo di trazione porta però alla rottura del calcestruzzo,
quantificabile dal valore modulo elastico Ett che è tanto minore quanto più
grande è stata la deformazione in trazione. Per fare in modo che il model-
lo conservi una misura di questo degrado, si assume che qualora la storia
di carico porti ancora a raggiungere una tensione positiva, l’entità massima
di questa non potrà essere superiore a quella registrata nel ciclo precedente
prima dello scarico. Nel nostro caso, facendo riferimento alla figura 3.29 ad
esempio, si avrà che la tensione di trazione non potrà superare il valore σf .
Inoltre, il modulo tangente con il quale avverrà il carico sarà pari a Ett, men-
tre la fase di scarico avverrà con modulo −Ets, ovvero lo stesso utilizzato nel
tratto (CF).

Si riportano di seguito dei grafici (figure 3.30-3.35) che rappresentano
alcune prove eseguite utilizzando il legame implementato.
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Figura 3.30: storia di compressione monotona.
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Figura 3.31: storia di compressione con un ciclo di scarico e ricarico.
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Figura 3.32: storia di compressione con un ciclo di scarico e ricarico.
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Figura 3.33: cicli di carico e scarico in compressione.
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Figura 3.34: ciclo di carico e scarico con minima escursione in valori
di tensione positiva.
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Figura 3.35: cicli di carico e scarico con valori di tensione positiva e
cicli in campo di trazione.
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3.3. Il modello costitutivo dell’acciaio

Analogamente a quanto fatto per il calcestruzzo è necessario trovare un
modello opportuno per modellare il comportamento dell’acciaio. Dai risul-

Figura 3.36: comportamento dell’acciaio da prove sperimentali (dati
da Lowes-Moehle [19]).

tati delle prove sperimentali riportate in molte pubblicazioni si vede che il
comportamento dell’acciaio varia molto all’aumentare della deformazione:
come riportato in figura 3.36 è possibile riconoscere un tratto lineare elastico
iniziale, a cui segue una zona di snervamento caratterizzata da un andamen-
to irregolare ma senza incrementi significativi della tensione agente; successi-
vamente è presente un tratto con incrudimento fino ad un valore massimo di
tensione e poi una diminuzione dello sforzo fino al crollo totale delle tensioni.

L’obiettivo in questo caso è quello di trovare un modello costitutivo che
possa rappresentare tale comportamento e che possa anche soddisfare le
seguenti caratteristiche:

• una risposta isteretica per carichi ciclici successivi;
• un comportamento che rappresenti prima una fase elestica per

piccole deformazioni e poi una plasticizzazione in seguito al rag-
giungimento della tensione di snervamento, ovvero un accumulo di
deformazione non recuperabile con lo scarico;
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• la simmetria del comportamento del materiale in trazione ed in
deformazione.

3.3.1. I principali modelli proposti. Nel caso dello studio del compor-
tamento dell’acciaio è possibile valutare modelli di complessità via via cre-
scente.

3.3.1.1. Il modello bilineare. L’approccio più semplice è quello del modello
bilineare che prevede di descrivere il comportameto del materiale attraverso
una modellazione elastoplastica, che può essere senza, o con, incrudimento.
Valutando dapprima quello senza incrudimento, rappresentato in figura 3.37,
si tratta di un modello che rende necessaria la distinzione tra un comporta-
mento presnervamento e postsnervamento, valutati attraverso il paramentro
della deformazione εy:

(3.32)
ε ≤ εy comportamento elastico

ε > εy comportamento plastico

Il comportamento elastico è caratterizzato da un modulo tangente pari al
modulo elastico dell’acciaio Es, mentre il comportamento plastico presenta
un modulo tangente nullo. Relativamente allo scarico, invece, esso avviene
sempre seguendo il segmento elastico per cui il modulo tangente è pari ad
Es.

Per descrivere tale modello sono sufficienti il modulo elastico dell’ac-
ciaio e la tensione di snervamento, attraverso cui è immediato calcolare la
deformazione, suddividibile in una parte elastica, utilizzata per ricavare la
tensione, ed una parte plastica.

Il modello può essere descritto attraverso l’equazione:

(3.33) σ = Es (ε − εp)

nelle quali:

• ε è la deformazione del passo n-esimo e σ è la relativa tensione nel
materiale;

• εp è la deformazione plastica dell’acciaio al passo n-esimo.

Nel caso si consideri invece un acciaio incrudente, il modello varia leg-
germente perché si suppone che una volta superato lo snervamento ed entrati
in campo plastico la tensione non rimanga costante, ma aumenti, anche se il
modulo tangente del ramo plastico è pari ad una frazione di quello iniziale,
dato dall’esperssione: Esh = kEs dove k è il coefficiente di incrudimento ri-
cavabile sperimentalmente(figura 3.38). Pertanto in questo caso è necessario
determinare anche il valore di tale parametro.
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Figura 3.37: comportamento bilineare elasto-plastico dell’acciaio
senza incrudimento.

Il modello può essere descritto attraverso le seguenti equazioni:

(3.34)
|ε| ≤ εy σ = Esε

|ε| > εy σ = fy + Esh (ε − εy)

nelle quali:

• ε è la deformazione del passo n-esimo e σ è la relativa tensione nel
materiale;

• fy è la tensione di snervamento ed εy la relativa deformazione;
• Es ed Esh sono i moduli tangenti rispettivamente nel primo tratto

lineare elastico e nel tratto di incrudimento.

3.3.1.2. Il modello trilineare. Partendo dal modello bilineare, una possibile
modifica è quella che permette di considerare una ulteriore regione con in-
crudimento dopo il plateau di snervamento: in tale caso il modello è trilin-
eare (figura 3.39), composto da una risposta iniziale lineare elastica (tratto
OA), da un plateau di snervamento (tratto AB) e da una fase di incrudimento
lineare (tratto BC).
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Figura 3.38: comportamento bilineare elasto-plastico dell’acciaio con
incrudimento.

Il modello può essere descritto attraverso le seguenti equazioni:

(3.35)

|ε| ≤ εy σ = Esε

εy <|ε| ≤ εsh σ = fy

εsh <|ε| ≤ εu σ = fy + Esh (ε − εsh)

nelle quali:

• ε è la deformazione del passo n-esimo e σ è la relativa tensione nel
materiale;

• fy è la tensione di snervamento ed εy la relativa deformazione;
• εsh è la massima deformazione per cui si estende il plateau;
• Es ed Esh sono i moduli tangenti rispettivamente nel primo tratto

lineare elastico e nel tratto di incrudimento.

3.3.1.3. Il modello Menegotto-Pinto. L’approccio di Menegotto-Pinto [20]
prevede di utilizzare una curva per descrivere l’andamento del legame tra
tensioni e deformazioni il cui andamento è rappresentato in figura 3.40; esso
si basa su una relazione che lega non esplicitamente le quantità σ ed ε, ma
che ricorre a due variabili ausiliare, σ∗ ed ε∗ tali che tra loro vale la relazione:
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Figura 3.39: comportamento trilineare dell’acciaio.

(3.36) σ∗ = bε∗ +
(1 − b) ε∗

(1 − ε∗R)
1

R

potendo definire tali variabili ausiliari come:

(3.37) ε∗ =
ε − εr

ε0 − εr

(3.38) σ∗ =
σ − σr

σ0 − σr

ove il parametro R è funzione della quota di deformazione plastica ad ogni
ciclo, ed è determinabile con l’espressione:

(3.39) R (ξ) = R0 −
a1ξ

a2 + ξ

essendo R0 una costante ed a1 ed a2 dei parametri da determinare sperimen-
talmente.
Per definire le grandezze è però necessario determinare i punti 0 ed R defini-
ti in figura 3.41 rispettivamente di coordinate (ε0, σ0) e (εr, σr). Il punto 0 è
dato dall’intersezione tra le tangenti alla parte iniziale e finale dell’arco che
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Figura 3.40: modello Menegotto-Pinto per l’acciaio senza incrudi-
mento.

si sta percorrendo; ad esempio, valutando il ciclo descritto nella figura 3.41 è
possibile considerare la curva che consente di passare dal punto A al punto B:
ci si muove ovvero dal punto con tangente 1 al punto con tangente 2 e il pun-
to 0 è definito dall’intersezione di tali due tangenti. Il punto R invece è dato
dal punto in corrispondenza del quale vi è stata l’ultima inversione del ciclo
di carico, ovvero, sempre valutando la curva (AB) di figura 3.41, dal punto A.
Sia il punto R che il punto 0 devono essere aggiornati ad ogni cambiamento
di segno dell’incremento della deformazione, cioè ad ogni inversione di ciclo.

Il modello di Menegotto-Pinto può prevedere anche un incrudimento del-
l’acciaio, come riportato in figura 3.42, per cui nella sua tipologia più comune
non vi sono asintoti orizzontali e deve essere considerato il modulo di in-
crudimento dell’acciaio. La formulazione rimane comunque la medesima ed
è possibile tener conto dell’incrudimento scegliendo opportunamento il pun-
to 0.

3.3.1.4. Il modello Menegotto-Pinto modificato da Filippou. Sebbene il model-
lo di Menegotto-Pinto sia di facile implementazione e sia in grado di ripro-
durre in maniera soddisfaciente il comportamento sperimentale del materia-
le, il maggiore inconveniente che esso presenta è quello di non tenere in conto
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Figura 3.41: modello Menegotto-Pinto per l’acciaio: determinazione
del punto 0.

il fenomeno dell’incrudimento isotropo. Tale aspetto è importante nel mo-
mento in cui si intende modellare il comportamento di elementi di armatura
sottoposti a carichi ciclici.

Il fenomeno si manifesta con un aumento della tensione di snervamento
del materiale all’aumentare del numero di cicli compiuti e questo aumento si
manifesta con una traslazione dell’asintoto inferiore della curva. Come è pos-
sibile vedere in figura 3.43 per riportare tale fenomeno si suppone di traslare
l’asintoto della quantità σst passando dalla retta 1 alla retta 2.
Ciò comporta notevoli conseguenze nell’analisi delle tensioni perché suppo-
nendo che la tensione di equilibrio sia σ1 (riferendoci sempre alla figura 3.43)
si vede subito come adottando il modello semplice (senza la traslazione della
tensione di snervamento pari a σst) la corrispondente deformazione sia ε′1,
mentre adottando il secondo che prevede di applicare la traslazione la defor-
mazione è pari a ε′′1 .

La modifica del modello alla Menegotto Pinto da parte di Filippou [11]
consiste nella determinazione della traslazione della tensione definita pari
a:

(3.40) σst = σy

(
εmax

εy
− a4

)
a3
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Figura 3.42: modello Menegotto-Pinto per l’acciaio con incrudimen-
to.

nella quale σy ed εy sono rispettivamente la tensione e la deformazione a
snervamento, a3 ed a4 sono parametri sperimentali mentre εmax è il modulo
della massima deformazione nel momento dell’inversione dell’incremento
della deformazione.

3.3.2. Il modello dell’acciaio implementato. Il modello implementato
è stato quello di Menegotto-Pinto. La scelta è ricaduta su tale modello
per l’accuratezza nella descrizione del legame tra tensioni e deformazioni
e l’idoneità a rappresentare situazioni di carico monotono crescente an-
che in campo plastico come richiesto da analisi push-over. In questo caso
l’implementazione è stata caratterizzata dalla simmetria in trazione ed in
compressione del comportamento dell’acciaio.

Considerando ora di valutare la curva non più in maniera continua, ma
pensando di percorrerla con passi discreti, è possibile definire la metodologia
per l’implementazione. Si supponene di conoscere ad ogni passo la defor-
mazione e di volere calcolare la tensione, essendo note anche le quantità σ0,
ε0, σr, εr ed R; in questo caso l’algoritmo è così definibile:

• calcolo di ε∗ dalla (3.37);
• calcolo di σ∗ dalla (3.36);
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Figura 3.43: modello Menegotto-Pinto modificato da Filippou.

• calcolo della σ essendo nota la σ∗ invertendo la (3.38).

L’implementazione è stata eseguita valutando ad ogni passo di carico la
differenza di deformazione data da:

(3.41)
∆εn = εn+1 − εn

∆εn−1 = εn − εn−1

essendo ε la deformazione al passo n. Il parametro utilizzato per valutare
l’inversione di deformazione è stato il prodotto tra le ultime due differenze
di deformazione; è pertanto possibile il verificarsi di due condizioni:

(3.42)
∆εn∆εn−1 > 0

∆εn∆εn−1 < 0

(1) nel primo caso (∆εn∆εn−1 > 0) il fatto che il prodotto tra le dif-
ferenze di deformazione abbia segno positivo implica che non vi
è stato nell’ultimo passo di deformazione una inversione della di-
rezione di deformazione: questo implica a sua volta che non è
necessario aggiornare i parametri σ0, ε0, σr, εr, ξ, R (ξ);

(2) nel secondo caso ∆εn∆εn−1 < 0, invece, il fatto che il prodotto sia
negativo significa che è avvenuta l’inversione della direzione di de-
formazione e pertanto è necessario ricalcolare i seguenti parametri:
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• σr ed εr, assunte pari alla tensione ed alla deformazione nell’ul-
timo punto prima dell’inversione della deformazione;

• σ0 ed ε0, ricalcolate valutando la nuova intersezione degli asin-
toti valutando l’inversione della curvatura dell’arco plastico;

• ξ, valutato come massima escursione plastica raggiunto nel
precedente ciclo;

• R (ξ), funzione di ξ.

Figura 3.44: modello Menegotto-Pinto implementato.

Supponendo ad esempio di riferirsi alla figura 3.44, valutando il passag-
gio dall’arco 1 lungo (AB) all’arco 2 lungo (BC), si ha l’aggiornamento dei
parametri come rappresentato:

• se relativamente al primo arco il punto (σr, εr) coincideva col punto
A, ovvero il punto ove era avvenuta l’ultima inversione, relativa-
mente alla seconda curva esso coincide col punto B;

• il punto (σ0, ε0) viene valutato per la curva 2 nel quarto quadrante,
ove si colloca la zona di curvatura dell’arco (BC) e dove si ha la
nuova intersezione degli asintoti;

• il parametro ξ viene aggiornato con la escursione plastica del ciclo
precedente, esprimibile come la differenza tra εr del passo attuale
ed ε0 del passo precedente.
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Per calcolare il valore della tensione in funzioni della deformazione,
riprendendo la relazione (3.37) è possibile calcolare la ε∗, attraverso cui ri-
cavare la σ∗ dalla (3.36), essendo noto R (ξ) dalla (3.39) e infine ricavare la
tensione ricorrendo alla (3.38).

Il calcolo del modulo tangente è stato eseguito valutando la derivata delle
tensioni in funzioni delle deformazioni e quindi:

(3.43) ET =
∂σ

∂ε

σ = σ∗ (σ0 − σr) + σr =

=

[
bε∗ +

(1 − b) ε∗

(1 + ε∗ R)
1

R

]
(σ0 − σr) + σr =

=






b

(
ε − εr

ε0 − εr

)
+

(1 − b)
ε − εr

ε0 − εr
[
1 +

(
ε − εr

ε0 − εr

)R
] 1

R






(σ0 − σr) + σr

(3.44)

che derivata diventa:

ET =
∂σ

∂ε
= (σ0 − σr)






b

ε0 − εr
+

(
1 − b

ε0 − εr

)

[
1 +

(
ε − εr

ε0 − εr

)R
] 1

R

+

−

(
1 − b

ε0 − εr

)

[
1 +

(
ε − εr

ε0 − εr

)R
] 1

R




(
ε − εr

ε0 − εr

)R

(
1 +

ε − εr

ε0 − εr

)R









(3.45)

Il modello è stato implementato infine utilizzando i seguenti parametri
visti nelle equazioni dalla (3.36) alla (3.38):
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R0 = 20(3.46)

a1 = 18, 5(3.47)

a2 = 0, 15(3.48)

a3 = 0(3.49)

a4 = 0(3.50)

Si riportano di seguito dei grafici (figure 3.45-3.48) che rappresentano
alcune prove eseguite utilizzando il legame implementato.
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Figura 3.45: modello Menegotto-Pinto implementato, prova ciclica.
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Figura 3.46: modello Menegotto-Pinto implementato, prova ciclica.
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Figura 3.47: modello Menegotto-Pinto implementato, prova ciclica.
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Figura 3.48: modello Menegotto-Pinto implementato, prova ciclica.
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CAPITOLO 4

Le prove numeriche di verifica dei modelli

Sono state compiute delle prove per verificare il corretto funzionamento
dell’elemento implementato e dei legami costituiti dei modelli.
In questa fase si è privilegiata l’analisi di problemi molto semplici, affinché
l’essenzialità della struttura testata consentisse di evidenziare immediata-
mente eventuali aspetti non desiderati e di individuarne univocamente la
causa. Le analisi infatti sono state compiute su mensole, a cui sono stati ap-
plicati spostamenti e carichi di tipo assiale, trasversale e flessionale.

Tutte le prove sono state eseguite facendo di volta in volta variare quel-
li che sono stati ritenuti i parametri più significativi per la descrizione del
problema. Tali parametri sono:

• il materiale adottato;
• il numero di fibre;
• il numero di elementi;
• il tipo di controllo con cui la prova è stata eseguita (in forza o in

spostamento);
• le condizioni di vincolo della struttura.

D’altro canto, nell’esecuzione di tale fase di prove, sono stati mantenuti
costanti le caratteristiche geometriche della trave analizzata, sia per quan-
to riguarda la sezione (figura 4.1), che la dimensione principale lungo l’asse
(figura 4.2), che il vincolo di incastro al primo nodo. Si sono adottate fibre
tutte della stessa dimensione assegnando a ciascuna un tipo di materiale.

Facendo riferimento alla figura 4.2, nelle prove di spostamento trasver-
sale e di taglio tali azioni sono state applicate lungo l’asse z, mentre nelle
prove di rotazione e momento si sono considerate azioni intorno all’asse y.
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Figura 4.1: sezione tipo utilizzata in tutte le prove e sistema di
riferimento.

Figura 4.2: struttura utilizzata in tutte le prove e sistema di
riferimento adottato.
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Le prove sono state compiute sia in controllo di forza che in controllo di
spostamento.
Le prove in controllo di spostamento sono state eseguite determinando quale
fosse lo spostamento nodale da assegnare alla struttura e calcolando in fun-
zione di questo tutti i parametri di interesse nell’analisi.
Le prove in controllo di forza, invece, sono state eseguite utilizzando una
procedura di determinazione del carico denominata arclength.
Attraverso tale metodologia numerica è possibile aggirare i problemi tipici
di analisi in controllo di forza che riguardano il comportamento post picco
dei materiali caratterizzati dalla presenza di un ramo di softening. Nel caso

Figura 4.3: problemi di rappresentazione dello scarico in controllo di
forza.

che si sta trattando, un materiale con un comportamento con softening è il
calcestruzzo, per il quale, dopo aver raggiunto il picco massimo di tensione,
si ha un ramo discendente (figura 4.3). Questo significa che in controllo di
forza, supponendo di aumentare l’entità della forza di compressione in un
elemento omogeneo di calcestruzzo fino ad arrivare alla tensione massima
del materiale fp del punto A, è poi impossibile aumentare ulteriormente la
forza applicata. Risulta pertanto impossibile anche descrivere il tratto di cur-
va della figura 4.3 tra il punto (A) ed il punto (B). Se si riducesse la forza
agente, infatti, si avrebbe uno scarico con diminuzione in modulo della de-
formazione. Tipicamente pertanto, ogni volta che si controlla lo schema di
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carico e si supera la capacità limite nascono notevoli problemi ad ottenere la
soluzione corretta.

La procedura dell’arclength permette di analizzare il ramo post-picco
considerando, oltre che la forza agente, anche la lunghezza del ramo del
grafico forza-spostamento. Essa rientra nella categoria dei metodi di ana-
lisi continuativa, che si basano sul mantenere costante la lunghezza di tale
ramo ad ogni passo ed in questo modo ottenere in maniera più semplice la
soluzione anche in caso di controllo di forza oltre il valore di carico limite.
Come rappresentato in figura 4.4, infatti, è più facile ottenere la soluzione

Figura 4.4: utilizzo dell’arclength per ottenere la soluzione della fase
di scarico in controllo di forza: la lunghezza della curva ad ogni pas-
so è mantenuta costante e questo permette di descrivere bene il ramo
di softening del materiale.

senza problemi di divergenza impostando una lunghezza fissa del ramo di
scarico ad ogni passo.
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4.1. La verifica dell’elemento omogeneo in acciaio

4.1.1. Le caratteristiche del materiale. Le prove sull’elemento con la se-
zione omogenea di acciaio sono state compiute utilizzando un materiale dalle
caratteristiche seguenti:

• modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

• rapporto tra modulo elastico e snervato: 0.005
• tensione di snervamento: 400MPa

• parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo legge
del legame implementato:

– R0 = 20
– a1 = 18.5
– a2 = 0
– a3 = 0
– a4 = 0

4.1.2. Le prove eseguite. Sono state compiute le seguenti prove:

• spostamento assiale applicato all’estremo libero
• azione assiale applicata all’estremo libero
• spostamento trasversale applicato all’estremo libero
• azione tagliante applicata all’estremo libero
• rotazione applicata all’estremo libero
• momento applicato all’estremo libero

Per ciascuno dei punti riportati precedentemente, sono state compiute al-
meno quattro prove, considerando le differenti combinazioni di numero di
fibre e di elementi per modellare la trave:

• 1 elemento, 9 fibre
• 1 elemento, 100 fibre
• 5 elementi, 9 fibre
• 5 elementi, 100 fibre

4.1.3. I risultati ottenuti. I risultati evidenziano che al variare del nu-
mero di elementi e di fibre, le curve caratteristiche rimangono le stesse; si
riportano a proposito i grafici dell’andamento della tensione-deformazione
e della forza-spostamento relativa alle prove assiali, sia in controllo di
spostamento (figure 4.5-4.8), che in controllo di forza (figure 4.9-4.12).

Per quanto riguarda le prove assiale, esse evidenziano una uniformità di
risposta in tutte le fibre; relativamente alle prove di spostamento trasversale
e di rotazione, invece, si è verificata l’antisimmetria di deformazione tra il
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lembo teso e quello compresso, prova che l’asse neutro in entrambi i casi è
centrale e la sezione si mantiene piana.

Si riportano i grafici delle prove in controllo di forza e di spostamento per
quanto riguarda lo spostamento trasversale e la rotazione in sommità (figure
4.13-4.16).
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Figura 4.5: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
spostamento su 1 elemento composto da 9 fibre.
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Figura 4.6: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre.
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Figura 4.7: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
spostamento su una trave di 5 elementi composti da 9 fibre.
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Figura 4.8: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
spostamento su una trave di 5 elementi composti da 100 fibre.
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Figura 4.9: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di forza
con arclength su 1 elemento composto da 9 fibre.
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Figura 4.10: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di forza
con arclength su 1 elemento composto da 100 fibre.
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Figura 4.11: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di forza
con utilizzo di arclength su una trave di 5 elementi composti da 9
fibre.
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Figura 4.12: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di forza
con utilizzo di arclength su una trave di 5 elementi composti da 100
fibre.
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Figura 4.13: diagrammi relativi alla prova di rotazione in controllo
di spostamento su una trave di 5 elementi composti da 100 fibre.
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Figura 4.14: diagrammi relativi alla prova di rotazione in controllo
di forza applicando un momento utilizzando l’arclength su una trave
di 5 elementi composti da 100 fibre.
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Figura 4.15: diagrammi relativi alla prova di spostamento trasversale
in controllo di spostamento su una trave di 5 elementi composti da
100 fibre.
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Figura 4.16: diagrammi relativi alla prova di spostamento trasversale
in controllo di forza applicando un taglio utilizzando l’arclength su
una trave di 5 elementi composti da 100 fibre.
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4.2. La verifica dell’elemento omogeneo in calcestruzzo

4.2.1. Le caratteristiche del materiale. Le prove sulla mensola con la se-
zione omogenea di calcestruzzo sono state compiute utilizzando un materiale
dalle caratteristiche seguenti:

• tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

• coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
– E20 = 0.05
– Ets = 0.3

• tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confina-
mento σs,u = 374MPa

• percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.021
• passo delle staffe s = 0.2m
• altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

Le caratteristiche dell’armatura trasversale sono state inserite perché il mo-
dello del calcestruzzo implementato non può prescindere da esse: pertanto
anche valutando un elemento totalmente in calcestruzzo sono stati assegnati
i valori a tali parametri.

4.2.2. Le prove eseguite. Sono state compiute le seguenti prove con il
calcestruzzo:

• spostamento assiale
• spostamento assiale con le rotazioni in y e in z bloccate
• azione assiale
• azione assiale con le rotazioni in y e in z bloccate
• rotazione
• rotazione con lo spostamento assiale bloccato
• momento
• momento con lo spostamento assiale bloccato
• spostamento trasversale
• spostamento trasversale con lo spostamento assiale bloccato
• azione tagliante
• azione tagliante con lo spostamento assiale bloccato

Per ciascuno dei punti riportati in precedenza sono state compiute quattro
prove al variare del numero degli elementi e delle fibre attraverso cui è stata
modellata la trave testata:

• 1 elemento, 9 fibre
• 1 elemento, 100 fibre
• 5 elementi, 9 fibre
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• 5 elementi, 100 fibre

4.2.3. I risultati ottenuti. A differenza delle prove eseguite sulla men-
sola interamente in acciaio, nel caso della struttura in calcestruzzo si sono
riscontrati problemi di convergenza.

Questo perché il modello del calcestruzzo implementato è caratterizzato
dall’essere molto complesso, dall’avere un comportamento asimmetrico in
trazione ed in compressione e perché la notevole non linearità del modello
procura problemi difficilmente risolvibili.

Nell’ultimo tratto della curva del calcestruzzo in compressione il modulo
elastico tangente è nullo; per evitare che in corrispondenza di tale tratto si
abbia una matrice di rigidezza tangente singolare, si è fatto in modo che in
tale tratto il modulo elastico tangente sia sostituito con il modulo elastico se-
cante: questo da un lato consente di descrivere compiutamente tutta la curva
in compressione sia in controllo di forza che di spostamento, ma dall’altro
causa la perdita della convergenza quadratica della soluzione.

Si riscontrano notevoli problemi nella analisi strutturale di più elementi.
Nel momento in cui infatti non si ha più a che fare con un solo elemento, si

Figura 4.17: fenomeno della localizzazione.

hanno difficoltà di convergenza nella descrizione della fase di scarico della
tensione presumibilmente per un fenomeno di localizzazione: la soluzione
al problema potrebbe infatti non essere unica, nel senso che, se per un solo
elemento la deformazione è univocamente definita dagli spostamenti nodali,
nel momento in cui aumenta il numero degli elementi si possono trovare di-
verse soluzioni che garantiscono l’equilibio.
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La situazione che si può verificare è quella rappresentata nella figura 4.17,
nella quale è rappresentata una generica storia di compressione del calce-
struzzo. Supponendo di avere oltrepassato la tensione massima fp e di essere
giunti al punto B, la tensione che garantisce l’equilibrio (quella tratteggia-
ta) può essere data sia dalla deformazione del punto C1 che da quella del
punto C2, ovvero sia ammettendo un incremento che un decremento di de-
formazione. Presumibilmente tale mancanza di unicità della soluzione è la
causa a cui è imputabile la mancata convergenza nel caso di più elementi.

I problemi più gravi si sono avuti però nella prova di spostamento
trasversale in controllo di spostamento, per la quale non si è arrivati a con-
vergenza nemmeno utilizzando un solo elemento. Dai risultati si evince
come sia ben descritto il tratto elastico o pseudoelastico sia in trazione che
in compressione, ma poi si abbia perdita della convergenza con la mancata
soluzione del problema residuale (figure 4.25 e 4.26).

Di seguito si riportano delle tabelle riassuntive dei risultati delle prove
eseguite.
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spostamento assiale

rotazioni in sommità bloccate
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica); non quadratica); localizzazione) localizzazione)

Tabella 1: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
spostamento assiale con rotazioni bloccate.

spostamento assiale

rotazioni in sommità libere
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 2: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
spostamento assiale con rotazioni libere.
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forza assiale

rotazioni in sommità bloccate
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica); non quadratica); localizzazione) localizzazione)

Tabella 3: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
forza assiale con rotazioni in sommità bloccate.

forza assiale

rotazioni in sommità libere
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 4: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
forza assiale con rotazioni in sommità libere.
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spostamento trasversale

spostamento assiale in sommità bloccato
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
NO NO NO NO

assenza di con- assenza di con- assenza di con- assenza di con-

vergenza; l’ener- vergenza; l’ener- vergenza; l’ener- vergenza; l’ener-

gia relativa dopo gia relativa dopo gia relativa dopo gia relativa dopo

20 iterazioni 20 iterazioni 20 iterazioni 20 iterazioni

è dell’ordine è dell’ordine è dell’ordine è dell’ordine

di 10−1 di 10−1 di 10−1 di 10−1

Tabella 5: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
spostamento trasversale con estremo bloccato assialmente.

spostamento trasversale

spostamento assiale in sommità libero
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
NO NO NO NO

assenza di con- assenza di con- assenza di con- assenza di con-

vergenza; l’ener- vergenza; l’ener- vergenza; l’ener- vergenza; l’ener-

gia relativa dopo gia relativa dopo gia relativa dopo gia relativa dopo

20 iterazioni 20 iterazioni 20 iterazioni 20 iterazioni

è dell’ordine è dell’ordine è dell’ordine è dell’ordine

di 10−1 di 10−1 di 10−1 di 10−1

Tabella 6: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
spostamento trasversale con estremo libero di spostarsi assialmente.
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forza trasversale

spostamento assiale in sommità bloccato
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 7: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
taglio in sommità con estremo bloccato assialmente.

forza trasversale

spostamento assiale in sommità libero
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 8: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
taglio in sommità con estremo libero di spostarsi assialmente.
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spostamento rotazionale

spostamento assiale in sommità bloccato
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 9: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
rotazione in sommità con estremo bloccato assialmente.

spostamento rotazionale

spostamento assiale in sommità libero
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 10: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
rotazione in sommità con estremo libero di spostarsi assialmente.
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forza rotazionale

spostamento assiale in sommità bloccato
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 11: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta
momento in sommità con estremo bloccato assialmente.

forza rotazionale

spostamento assiale in sommità libero
1 elemento 5 elementi

9 fibre 100 fibre 9 fibre 100 fibre
SI SI NO NO

per arrivare per arrivare mancanza di mancanza di

a convergenza a convergenza convergenza convergenza

nel tratto pla- nel tratto pla- nella descri- nella descri-

stico è necessa- stico è necessa- zione della zione della

rio utilizzare il rio utilizzare il fase di fase di

modulo secante modulo secante scarico scarico

(convergenza (convergenza (problema di (problema di

non quadratica) non quadratica) localizzazione) localizzazione)

Tabella 12: prova del modello del calcestruzzo su trave soggetta a
momento in sommità con estremo libero di spostarsi assialmente.
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Figura 4.18: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di spo-
stamento su 1 elemento composto da 9 fibre con rotazioni in sommità
libere.
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Figura 4.19: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre con rotazioni in
sommità libere.
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Figura 4.20: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di
forza con utilizzo di arclength su 1 elemento composto da 9 fibre con
rotazioni in sommità libere.
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Figura 4.21: diagrammi relativi alla prova assiale in controllo di forza
con utilizzo di arclength su 1 elemento composto da 100 fibre con
rotazioni in sommità libere.
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Figura 4.22: diagrammi relativi alla prova di rotazione in controllo di
spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre con spostamento
assiale in sommità libero.
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Figura 4.23: diagrammi relativi alla prova di rotazione in controllo di
spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre con spostamento
assiale in sommità bloccato.
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Figura 4.24: diagrammi relativi alla prova di rotazione in controllo
di forza con utilizzo di arclength su 1 elemento composto da 100 fibre
con spostamento assiale in sommità libero.
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Figura 4.25: diagrammi relativi alla prova di spostamento trasver-
sale in controllo di spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre
con spostamento assiale in sommità libero; dalle figure è possibile
riscontrare i problemi di convergenza evidenziati.
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Figura 4.26: diagrammi relativi alla prova di spostamento trasver-
sale in controllo di spostamento su 1 elemento composto da 100 fibre
con spostamento assiale in sommità bloccato; dalle figure è possibile
riscontrare i problemi di convergenza evidenziati.
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Figura 4.27: diagrammi relativi alla prova di spostamento trasversale
in controllo di forza con utilizzo di arclength su 1 elemento composto
da 100 fibre con spostamento assiale in sommità bloccato.
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4.3. La verifica dell’elemento in calcestruzzo armato

4.3.1. Le caratteristiche geometriche. Nelle prove di elementi composti
da calcestruzzo armato si utilizzano sezioni di trave non omogenee, definen-
do per ogni fibra quale sia il materiale di cui essa è composta.
Nei test compiuti si è usata una sezione rettangolare suddivisa in cento fi-
bre della medesima area; le fibre poi sono state ripartite in modo che quattro
di esse, poste in prossimità dei quattro vertici, risultassero essere di acciaio,
mentre le altre di calcestruzzo (figura 4.28). Tale configurazione è stata scelta

Figura 4.28: sezione non omogenea utilizzata per eseguire le prove:
sono evidenziate le 4 fibre di acciaio.

per simulare la tipologia di una trave con armatura simmetrica, supponendo
di avere un copriferro in calcestruzzo e un nucleo confinato interno, anche se
in tale contesto le caratteristiche adottate per le fibre di calcestruzzo esterne
e per quelle interne rispetto all’armatura sono le stesse.
Anche nel caso di sezione non omogenea, lo spostamento trasversale ed il
taglio sono stati assegnati in direzione z e la rotazione ed il momento flettente
sono stati assegnati intorno all’asse y.

4.3.2. Le caratteristiche dei materiali. Le caratteristiche dei materiali ut-
lizzati per eseguire le prove sono state le seguenti:
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4.3.2.1. Il calcestruzzo.

• tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

• coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
– E20 = 0.05
– Ets = 0.3

• tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confina-
mento σs,u = 374MPa

• percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.005
• passo delle staffe s = 0.2m
• altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

4.3.2.2. L’acciaio.

• modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

• rapporto tra modulo elastico e snervato: 0.005
• tensione di snervamento: 400MPa

• parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo legge
del legame implementato:

– R0 = 20
– a1 = 18.5
– a2 = 0
– a3 = 0
– a4 = 0

L’unico parametro cambiato rispetto alle prove eseguite in precedenza è la
percentuale di armatura trasversale che è stata ridotta.

4.3.3. Le prove eseguite. Sono state compiute le seguenti prove :
• spostamento assiale applicato all’estremo libero della trave
• spostamento assiale applicato all’estremo della trave nel quale sono

state bloccate le rotazioni in y e in z

• azione assiale applicata all’estremo libero della trave
• azione assiale applicata all’estremo della trave nel quale sono state

bloccate le rotazioni in y e in z

• spostamento trasversale applicato all’estremo libero
• spostamento trasversale applicato all’estremo della trave nel quale è

stato bloccato lo spostamento assiale
• azione tagliante applicata all’estremo libero della trave
• azione tagliante applicata all’estremo della trave nel quale è stato

bloccato lo spostamento assiale
• rotazione applicata all’estremo libero della trave
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• rotazione applicata all’estremo della trave nel quale è stato bloccato
lo spostamento assiale

• momento applicato all’estremo libero della trave
• momento applicato all’estremo libero della trave nel quale è stato

bloccato lo spostamento assiale

Per le prove in regime assiale sono state compiute analisi valutando la
risposta nelle seguenti condizioni:

• 1 elemento, carico monotono
• 1 elemento, carico ciclico
• 5 elementi, carico monotono
• 5 elementi, carico ciclico

mentre per quanto riguarda le prove in regime trasversale e di rotazione sono
state valutate le condizioni:

• 1 elemento, carico monotono
• 1 elemento, carico ciclico

4.3.4. I risultati ottenuti. I risultati ottenuti hanno in parte condiziona-
to anche le prove eseguite, nel senso che, appurato attraverso l’analisi dei
risultati delle prove in regime assiale una persistenza dei problemi di localiz-
zazione, negli altri regimi sollecitativi sono state compiute analisi approfon-
dite soltanto con un elemento, avendo verificato di avere gli stessi problemi
anche nel caso trasversale e rotazionale.

Inoltre in questo caso non si è distinto tra prove eseguite al variare del nu-
mero delle fibre, avendo verificato che, se rimane costante l’area di armatura
e la disposizione della stessa, all’aumentare del numero delle fibre i risultati
non cambiano significativamente.

4.3.4.1. Le prove in regime assiale. Le prove eseguite in regime assiale ed in
controllo di spostamento evidenziano una forte differenza di comportamento
tra il caso in cui sono vincolate le rotazioni al nodo libero ed il caso in cui non
lo sono. Qualora infatti tali rotazioni siano impedite, la storia risultante dal-
l’analisi è esattamente quella che ci si aspetta, con deformazioni della stessa
entità e segno in tutte le fibre della sezione. Tale aspetto è ben descritto dalla
figura 4.29, nella quale si vede che i diagrammi di fibre differenti ma dello
stesso materiale sono esattamente gli stessi.

Come illustra invece la figura 4.30 relativa al caso nel quale non siano
state bloccate le rotazioni, si ha che dopo aver raggiunto il picco della ten-
sione del calcestruzzo può verificarsi uno scarico con diminuzione della
deformazione (come illustra il primo grafico della seconda riga). Questo,
associato all’andamento del diagramma tensione-deformazione delle fibre
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opposte rispetto all’asse neutro (riportato nel primo grafico sempre di figu-
ra 4.30), causa la rotazione della sezione che, mantenendosi piana, porta al-
lo scarico anche dell’acciaio, che procede fino all’annullarsi completamente
della tensione del calcestruzzo. Pertanto, forse per un problema di arro-
tondamento numerico, o round-off, può accadere che dopo aver raggiunto
il massimo della tensione nel calcestruzzo, la sezione ruota.

Nel caso invece della prova assiale in controllo di forza, si ha che il van-
taggio di vincolare il nodo libero rispetto alle rotazioni in y ed in z è legato
alla convergenza o meno dei risultati nelle varie fase di arclength. Bloccan-
do il nodo libero, infatti, si riesce a rappresentare senza problemi qualunque
storia di carico, anche ciclica (figura 4.31), mentre se si lasciano le rotazioni
libere emergono problemi di convergenza anche in semplici prove monotone
(figura 4.32).

4.3.4.2. Le prove in regime di rotazione e momento. Le prove sulla trave in
calcestruzzo armato composta da un solo elemento evidenziano un ottimo
comportamento sia in controllo di spostamento che di forza. In particolare,
fissare o meno un vincolo allo spostamento assiale della trave non ha portato
a problemi di convergenza o di localizzazione in questo caso. Le figure dalla
4.33 alla 4.36 riportano i buoni risultati per questo tipo di prove.

4.3.4.3. Le prove in regime di spostamento trasversale e taglio. Le analisi strut-
turali su una trave composta da un solo elemento evidenziano un buon com-
portamento anche per quanto riguarda lo spostamento trasversale o la forza
di taglio. Sia in controllo di forza che di spostamento infatti si è raggiunta
la convergenza in tutte le prove eseguite; né ha costituito una discriminante
per la convergenza l’aver vincolato o meno lo spostamento assiale nel nodo
libero.

149



LE PROVE NUMERICHE DI VERIFICA DEI MODELLI

−2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

4 Diagramma tensioni deformazioni prima fibra calcestruzzo

ε [%]

σ 
[k

P
a]

−2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

5 Diagramma tensioni deformazioni prima fibra di acciaio

ε [%]

σ 
[k

P
a]

−2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

4 Diagramma tensioni deformazioni seconda fibra calcestruzzo

ε [%]

σ 
[k

P
a]

−2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

5 Diagramma tensioni deformazioni seconda fibra di acciaio

ε [%]

σ 
[k

P
a]

−0.2 −0.18 −0.16 −0.14 −0.12 −0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0
−7000

−6000

−5000

−4000

−3000

−2000

−1000

0
Diagramma forza spostamento

u [m]

N
 [k

N
]

Figura 4.29: prova di spostamento assiale in controllo di spostamen-
to su 1 elemento composto da 100 fibre con rotazioni in sommità
bloccate.
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Figura 4.30: prova di spostamento assiale in controllo di spostamen-
to su 1 elemento composto da 100 fibre con rotazioni in sommità
libere.
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Figura 4.31: prova di spostamento assiale in controllo di forza
con utilizzo di arclength su 1 elemento composto da 100 fibre con
rotazioni in sommità bloccate.
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Figura 4.32: prova di spostamento assiale in controllo di forza
con utilizzo di arclength su 1 elemento composto da 100 fibre con
rotazioni in sommità libere.
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Figura 4.33: prova di rotazione in sommità su 1 elemento composto
da 100 fibre con spostamento assiale in sommità bloccato.
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Figura 4.34: prova di rotazione in sommità su 1 elemento composto
da 100 fibre con spostamento assiale in sommità libero.
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Figura 4.35: prova di momento in sommità utilizzando l’arclength
su 1 elemento composto da 100 fibre con spostamento assiale in
sommità bloccato.
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Figura 4.36: prova di momento in sommità utilizzando l’arclength
su 1 elemento composto da 100 fibre con spostamento assiale in
sommità libero.

157



LE PROVE NUMERICHE DI VERIFICA DEI MODELLI

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

4 Diagramma tensioni deformazioni prima fibra calcestruzzo

ε [%]

σ 
[k

P
a]

−5 −4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

5 Diagramma tensioni deformazioni prima fibra di acciaio

ε [%]

σ 
[k

P
a]

0 1 2 3 4 5 6 7
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Diagramma tensioni deformazioni seconda fibra calcestruzzo

ε [%]

σ 
[k

P
a]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

5 Diagramma tensioni deformazioni seconda fibra di acciaio

ε [%]

σ 
[k

P
a]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100
Diagramma forza spostamento

δ [m]

V
 [k

N
]

Figura 4.37: prova spostamento trasversale in sommità su 1 elemento
composto da 100 fibre con spostamento assiale in sommità bloccato.
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Figura 4.38: prova spostamento trasversale in sommità su 1 elemento
composto da 100 fibre con spostamento assiale in sommità libero.
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Figura 4.39: prova con taglio in sommità con utilizzo di arclength su 1
elemento composto da 100 fibre con spostamento assiale in sommità
bloccato.
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Figura 4.40: prova con taglio in sommità con utilizzo di arclength su 1
elemento composto da 100 fibre con spostamento assiale in sommità
libero.
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CAPITOLO 5

L’analisi strutturale pushover

5.1. La valutazione del comportamento non lineare degli edifici

Se in passato era opinione diffusa e condivisa che fosse possibile pro-
gettare sempre supponendo un comportamento elastico degli elementi strut-
turali, coerentamente con quello che poteva essere considerato il motto di tale
filosofia progettuale, ut tensio sic vis, oggi un approccio al problema che par-
ta da questa assunzione è da ritenersi insufficiente. In alcune condizioni di
analisi infatti, come nel caso della progettazione in zona sismica, è possibile
dovere considerare tra le azioni agenti delle forze orizzontali di entità tale da
essere rilevanti anche rispetto ai carichi verticali.

Persistere nella metodologia della progettazione elastica utilizzata per i
carichi gravitazionali in questo caso porterebbe a richiedere che la struttura
rimanga in campo elastico per la massima sollecitazione di progetto, con-
siderando anche l’azione sismica; l’effetto di una tale concezione strutturale
è quello di incorrere in costi di realizzazione elevatissimi, dovuti alla proget-
tazione di elementi tali da resistere in campo elastico ad azioni di progetto
molto maggiori rispetto a quelle utilizzate solitamente per il dimensionamen-
to gravitazionale: la condizione per avere strutture resistenti sarebbe allora
quella di costruire edifici enormemente pesanti e costosi, con il rischio che,
qualora si verifichi una sollecitazione sismica superiore a quella di progetto,
si abbia il collasso della struttura.

Dalle considerazioni fatte risulta immediata la necessità di valutare con-
cezioni strutturali differenti che consentano di prevedere un comportamento
anelastico del sistema. L’idea alla base di tale possibilità è quella di poter
progettare strutture per forze sismiche inferiori rispetto a quelle considerate
nell’analisi elastica purché sia garantita la capacità di deformazione del siste-
ma senza una eccessiva perdita di resistenza. In questo caso i vantaggi sono
di carattere economico, ma anche relativi alla sicurezza dell’edificio: infatti,
in caso di sollecitazioni sismiche agenti maggiori rispetto a quelle di proget-
to, si riesce comunque a dissipare energia grazie alla capacità di spostamento
che consente una deformazione plastica.
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5.2. I metodi di analisi non lineare

Assumere in fase di progetto sismico che il comportamento strutturale
globale sia elastico, è alla base dei seguenti errori:

• si ha una sottostima dello spostamento;
• non si combinano opportunamente i carichi gravitazionali con quelli

sismici;
• l’analisi porta a progettare dei dettagli inadeguati per consentire la

deformazione plastica.

Se le moderne teorie relative alla concezione strutturale sono tali da in-
durre a ritenere non ottimale l’ipotesi di avere un comportamento elastico
per il progetto in zona sismica, appare evidente che anche i metodi di ana-
lisi adottati non potranno essere quelli classici lineari elastici utilizzati per
l’analisi di strutture sottoposte ai soli carichi gravitazionali.

Gli approcci per considerare il comportamento non lineare possono
essere di due tipi:

• la valutazione della deformazione duttile attraverso il fattore di
struttura;

• la valutazione diretta delle cause e dei fenomeni di non linearità.

5.2.1. L’utilizzo del fattore di struttura. La progettazione di un edificio
secondo i principi prestazionali che sono alla base della realizzazione di strut-
ture in zona sismica, consente di ipotizzare che gli elementi siano caratteriz-
zati da una duttilità adeguata a consentire una opportuna dissipazione di
energia. Questo significa che se si seguono le linee guida per una oppor-
tuna progettazione sismica, la struttura deve essere in grado di entrare in
campo non lineare dissipando energia in campo plastico ed essendo così in
grado di resistere ad accelerazioni molto maggiori rispetto a quelle di prima
plasticizzazione.

Un primo modo per valutare l’effetto della non linearità è pertanto quel-
lo di utilizzare un fattore di struttura attraverso cui ridurre le sollecitazioni
sismiche derivanti da analisi elastica alla luce della capacità dissipativa delle
strutture. Come è possibile vedere dal confronto della figura 5.1 e della figura
5.2, che riportano l’andamento del taglio alla base in funzione dello sposta-
mento di un generico punto della struttura assunto come punto di controllo,
qualora si supponga di avere un comportamento duttile e di essere entrati in
campo plastico, a parità di spostamento si ha un livello di forza agente molto
minore rispetto al comportamento elastico. Questo proprio perché l’ingresso
in campo non lineare della struttura (in questo caso supposta caratterizzata
da un comportamento elastoplastico) garantisce una dissipazione di energia
e la riduzione della forza agente. Analisi compiute hanno evidenziato che per
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Figura 5.1: legame elastico tra taglio alla base e spostamento.

Figura 5.2: legame anelastico (duttile) tra taglio alla base e
spostamento.

strutture sufficientemente deformabili supponendo due casi, uno caratteriz-
zato da una risposta strutturale puramente elastica ed uno caratterizzato da
una risposta elasto-plastica, lo spostamento massimo è lo stesso (figura 5.3).

Pertanto, qualora si ipotizzi che lo spostamento ultimo anelastico ∆u sia
pari allo spostamento elastico ∆el, il rapporto tra la Vel agente nel caso elasti-
co e la Vy agente nel caso anelastico è esattamente pari alla duttilità µ definita
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Figura 5.3: medesimo spostamento ultimo nel caso di comportamen-
to plastico ed elastico.

come:

(5.1) ∆u = ∆el ⇒ µ =
∆el − ∆y

∆y
=

Vel

Vy

Il fattore di struttura deve quindi essere rappresentativo della capacità
di deformazione duttile della struttura; esso è funzione principalmente della
tipologia strutturale, della regolarità ed evidentemente della duttilità dell’ed-
ificio in questione ed in generale può assumere valori fino a 5-7 a seconda dei
limiti imposti dalle differenti normative.
In generale è possibile rappresentare l’azione sismica attraverso spettri,
ovvero relazioni che legano il periodo proprio della struttura al massimo va-
lore di accelerazione al suolo a cui essa può essere soggetta. Il modo più
semplice per considerare il comportamento plastico è allora quello di valuta-
re delle azioni sismiche di progetto ridotte rispetto alle azioni sismiche calco-
late supponendo un comportamento elastico. Ciò è possibile ricavando tali
azioni attraverso degli spettri di progetto differenti dagli spettri elastici, ot-
tenuti da questi riducendoli attraverso il fattore di struttura.
Tale metodologia è caratteristica dell’analisi statica lineare e dell’analisi dinami-
ca lineare, per le quali, dopo aver calcolato lo spettro di progetto e le relative
azioni sismiche e sollecitazioni, il modo di procedere per il dimensionamen-
to degli elementi resistenti è analogo al calcolo lineare elastico utilizzato nel
caso delle azioni non sismiche.
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5.2.2. La valutazione diretta della nonlinearità strutturale. L’utilizzo
del fattore di struttura non consente di cogliere il progressivo passaggio degli
elementi della struttura da un comportamento lineare ad uno postelastico.

I metodi diretti di valutazione della nonlinearità strutturale si propon-
gono di superare tale punto di debolezza considerando il comportamento
postelastico sia dei materiali, valutando legami costitutivi anche fortemente
non lineari, che dell’impianto strutturale nella sua globalità.

Le analisi condotte con tale modalità sono molto utili anche per la pos-
sibilità di essere utilizzate in fase di verifica, ad esempio per analizzare la
sovraresistenza degli elementi: ipotizzando infatti di aver compiuto un di-
mensionamento con analisi lineari utilizzando un certo fattore di struttura,
ricorrere ad una verifica con analisi non lineare consente di valutare l’esatta
corrispondenza alla realtà o meno del fattore di struttura adottato.

Un approccio diretto è utilizzato sia nell’analisi statica non lineare che
nell’analisi dinamica non lineare.

5.3. L’analisi pushover

Rispetto agli anni passati oggi si pone una minore attenzione all’analisi
strutturale modale elastica a più gradi di libertà. Sebbene questa sia stata
definita come il metodo più completo per lo studio degli effetti sismici sulle
strutture, infatti, si dimostra carente qualora la si voglia applicare alla veri-
fica di strutture esistenti. Se utilizzata per la progettazione di edifici nuovi
infatti fornisce risultati soddisfacenti data la consistenza tra il fattore di strut-
tura ipotizzato e la duttilità che si vuole ottenenere, mentre non si può dire la
stessa cosa relativamente agli edifici esistenti: questo avviene per l’incapacità
di cogliere compiutamente le variazioni della risposta strutturale dovute al
comportamento non elastico dei singoli elementi, che non è affrontabile con
un approccio lineare. Ecco allora che senza voler addentrarsi nella comples-
sità computazionale legata all’analisi dinamica non lineare, assurge a mezzo
d’indagine indispensabile quella che è conosciuta come analisi statica non
lineare o analisi pushover.

5.3.1. L’analisi pushover classica. Per analisi strutturale di tipo pushover
si intende un tipo di quella che classicamente viene chiamata analisi dei mec-
canismi di collasso. La procedura è basata sul calcolo iterativo di soluzioni
equilibrate attraverso una analisi di un modello strutturale, ovviamente non
lineare, sottoposto ad uno schema di carichi laterali. Dato che i carichi sono
incrementati in modo monotono l’analisi è definibile incrementale.

Questo significa che, dato un modello strutturale con comportamento
non lineare caricato con le azioni gravitazionali, vi si applica un particolare
schema di azioni orizzontali, incrementate ad ogni passo dell’analisi molti-
plicandole tutte per lo stesso coefficiente di amplificazione; il rapporto tra le
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Figura 5.4: schema di analisi pushover su una struttura a telaio.

differenti forze quindi non varia al procedere dell’analisi, almeno nella sua
formulazione più semplice, ma varia la risultante totale.

L’obiettivo è quello di caricare lateralmente il modello fino a raggiungere
il collasso (figura 5.4), ottenendo la curva di capacità dell’edificio (figura 5.5),
ovvero una curva che riporti in ordinata il taglio alla base agente ed in ascis-
sa lo spostamento di un punto di controllo identificato con un nodo il cui
spostamento è ritenuto particolarmente significativo, ad esempio un nodo
della copertura.

L’analisi è eseguita determinando uno spostamento e, dopo aver ottenuto
la curva di capacità, valutando se per tale valore la struttura conservi o meno
un sufficiente livello di resistenza. Si tratta di una verifica facilmente ese-
guibile perché l’analisi è compiuta in modo da arrivare ad una soluzione per
ogni passo di carico laterale: questo implica che per ogni passo si conosce sia
lo spostamento, e pertanto le deformazioni e le rotazioni, che la distribuzione
delle sollecitazioni e delle reazioni nella struttura: ma allora in ogni nodo
ed elemento è possibile valutare la capacità di deformazione con la defor-
mazione derivante dall’analisi e le sollecitazioni resistenti con quelle agenti,
essendo in grado di valutare la sicurezza della struttura.

5.3.2. Le basi teoriche dell’analisi pushover. La risposta dinamica di
una struttura generica a più gradi di libertà sottoposta ad una accelerazione
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Figura 5.5: curva di capacità derivante da analisi pushover.

orizzontale üg è descritta dall’equazione differenziale:

(5.2) mü + cu̇ + ku = −m 1 üg(t) = peff (t) = −s üg(t)

Nel caso di una struttura a più piani, nell’ipotesi di considerare dei solai in-
finitamente rigidi ad ogni piano, u è un vettore di N componenti, ove N è
il numero dei piani, costituito dagli spostamenti rispetto alla base dei piani,
mentre m, c e k sono rispettivamente le matrici di massa, smorzamento e
rigidezza della struttura. Il vettore 1 è un vettore colonna con tutte le com-
ponenti unitarie, s è un vettore pari a m1 e rappresenta l’andamento delle
forze effettivamente agenti peff .

Il vettore spostamento u può essere decomposto nelle componenti espres-
se in termini di coordinate di vibrazione modali (φn) e se qn rappresenta
l’n-esima coordinata modale si ottiene:

(5.3) u =

N∑

n=1

φnqn(t)

Avendo espresso il vettore spostamento in funzione delle forme modali come
nella (5.3), è possibile ora riscrivere il contenuto della (5.2) disaccoppiando gli
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N gradi di libertà; sostituendo la (5.3) nella (5.2) e utilizzando le relazioni di
ortogonalità che valgono tra le diverse forme di vibrazione modali si ottiene:

(5.4) q̈n(t) + 2ζnωnq̇n(t) + ω2
nqn(t) = −Γnüg(t)

L’espressione può essere ulteriormente semplificata ponendo:

(5.5) qn(t) = ΓnDn(t)

ed ottenendo:

(5.6) D̈n(t) + 2ζnωnḊn(t) + ω2
nDn(t) = −üg(t)

nella quale ζn è la percentuale di smorzamento relativa al critico, ωn è la fre-
quenza propria di vibrazione e Γn è il fattore di partecipazione modale. Risol-
vendo la (5.6) in funzione di ognuno dei Dn(t), si ottiene la base della modal
response history analysis (MRHA), secondo cui il vettore u è dato da:

(5.7) u(t) =

N∑

n=1

un(t) =

N∑

n=1

ΓnφnDn(t)

Supponendo ora di concentrare l’attenzione su un solo modo di vibrare, ad
esempio lo n-esimo, la relazione (5.7) diviene:

(5.8) un(t) = φnqn(t)

e pertanto è possibile tornare ad esprimere la (5.2) come:

(5.9) mφnq̈n(t) + cφnq̇n(t) + kφnqn(t) = −m1üg(t) = peff (t) = −süg(t)

Valutando la decomposizione della forza peff tenendo conto dell’ortogona-
lità delle differenti forme modali anche rispetto alla matrice di massa, si di-
mostra che se si considera l’n-esimo modo di vibrare, l’unica componente
non nulla di peff è la sn. Allora è possibile esprimere sn e peff,n come:

(5.10)
sn = Γnmφn

peff,n =− Γnmφnüg(t)
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e di conseguenza appare evidente che il solo peff,n è responsabile della ri-
sposta del modo n-esimo.
È possibile definire allora una forza statica equivalente che possa essere
associata con lo spostamento dello n-esimo modo di vibrare un(t):

(5.11) fn(t) = kun(t) = kφnqn(t) = ω2
nmφnΓnDn(t) = snAn(t)

nella quale An è la pseudo-accelerazione:

(5.12) An(t) = ω2
nDn(t)

Pertanto, per la risposta elastica, qualunque quantità di interesse r(t) (può
trattarsi di spostamenti, forze interne degli elementi od altro) può essere
ottenuta come combinazione delle rispettive componenti modali in base al
principio di combinazione della modal response history analysis:

(5.13) r(t) =

N∑

n=1

rn(t) =

N∑

n=1

rst
n An(t)

nella quale rst
n è la risposta statica della quantità r dovuta alla forza ester-

na sn. Il valore di picco della quantità r per il modo n-esimo si ottiene in
corrispondenza del periodo caratteristico del modo che si sta studiando: per-
tanto, se An è l’ordinata dello spettro in pseudo-accelerazione di progetto per
tale periodo, il valore di picco rno è dato da:

(5.14) rno = rst
n An

Per trovare a questo punto il valore di picco della risposta totale è necessario
comporre insieme i differenti modi di vibrare della struttura, che possono
essere combinati attraverso una combinazione quadratica completa (CQC) o
attraverso la radice quadrata della somma dei quadrati (SRSS).

5.3.3. L’analogia con l’analisi dinamica non lineare. L’assunzione alla
base dell’analisi pushover, che ne giustifica e ne fonda l’impiego in campo
sismico, è che tale analisi permetta di rappresentare con buona approssi-
mazione quelli che sono i contenuti di una analisi dinamica non lineare,
conducendo a risultati che siano prossimi a quelli che si otterrebbero con
quest’ultima analisi.
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Figura 5.6: schema di carico triangolare.

Pertanto generalmente il ricorso ad analisi pushover è alternativo e com-
putazionalmente più facile e veloce rispetto ad eseguire una time history ana-
lysis completa. Evidentemente però, non è possibile ritenere che ciò che si
ottiene da una analisi dinamica non lineare sia coincidente con i risultati
di una analisi statica non lineare perché si tratta di due modalità di pro-
cedere molto differenti. Per questo, nell’eseguire l’analisi pushover si sot-
topone generalmente la struttura a due differenti schemi di carico, uno con
una distribuzione triangolare delle forze orizzontali agenti ed uno con una
distribuzione di forze costante.

La distribuzione triangolare (figura 5.6) è la distribuzione dei carichi oriz-
zontali proporzionale agli spostamenti nodali del primo modo di vibrare.
Supponendo infatti che nelle strutture analizzate siano predominanti, per
quanto riguarda la percentuale di massa partecipante, gli effetti di questo
primo modo, si assume che anche i carichi sismici si ripartiscano in confor-
mità a questo. Ovviamente le ipotesi di base perché una tale distribuzione di
carico fornisca risultati realistici è che veramente il primo modo di vibrare sia
il più importante e che la struttura non presenti danneggiamenti e diminu-
zioni della rigidezza tali da far variare la ripartizione delle azioni nei piani:
la distribuzione triangolare dei carichi è pertanto rappresentativa della con-
dizione non danneggiata della struttura, quella iniziale rispetto al verificarsi
del sisma.
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Figura 5.7: schema di carico costante.

Per tenere in conto di una distribuzione delle rigidezze nella strut-
tura successiva rispetto al danneggiamento, ovvero in seguito alla pla-
sticizzazione di alcuni elementi, si utilizza la distribuzione costante delle
forze orizzontali (figura 5.7): si suppone infatti che la condizione danneg-
giata sia caratterizzata da una distribuzione di forze d’inerzia proporzionale
alle masse di piano.

Come illustra la figura 5.8, nella quale sono riportate le due curve di ca-
pacità derivanti dalle due distribuzioni di carico ed i punti ottenuti dalla in-
tegrazione diretta dell’equazione del moto come da analisi dinamica non li-
neare, l’obiettivo di compiere una doppia analisi ricorrendo a due differenti
schemi di carico è quello di riuscire a definire due curve di capacità tali da
contenere nell’area delimitata dal loro andamento sul piano V −∆ tutti i pun-
ti risultanti da analisi dinamica non lineare incrementale. Questo consente di
valutare in ogni condizione il valore più sfavorevole derivante dall’analisi
pushover e di essere così a vantaggio di sicurezza rispetto ai valori ottenuti
dall’analisi dinamica non lineare. Il limite di questa analisi è legato alla ap-
plicabilità a strutture più o meno regolari: è infatti stato dimostrato che per
strutture non regolari le due curve di capacità valutate con le distribuzioni
viste in precedenti possono essere non conservative.
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Figura 5.8: confronto delle curve di capacità.

5.3.4. L’analisi pushover in controllo di forza o di spostamento. Nel-
la trattazione condotta fino ad ora si è considerato il caso in cui l’anali-
si pushover sia condotta caricando la struttura con uno schema di forze
orizzontali. In realtà nulla impedisce di applicare, invece che forze, degli
spostamenti nodali alla struttura.

Il fatto che l’input sismico sia stato modellato in passato più spesso come
forze e non come spostamenti è dovuto a ragioni storiche: dato che l’analisi
sismica si è sviluppata nella sua accezione moderna in zone a bassa sismicità
come l’Inghilterra e la Germania, le azioni di rilievo maggiore erano ancora
quelle gravitazionali e pertanto appariva ovvio rendere l’effetto del sisma
omogeneo rispetto a queste ultime. In effetti però la modellazione dell’effetto
sismico in termini di spostamenti e non di forze costituisce un approccio più
naturale e razionale; partendo da tale assunzione si è assistito allo sviluppo
del displacement based design che adotta come parametro principale per l’input
sismico la capacità di spostamento e non più la forza inerziale.

È possibile eseguire allora una analisi pushover nella quale non si ap-
plichino degli schemi di carico come forze ma degli schemi di carico nella for-
ma di spostamenti. Evidentemente, pensare di condurre un’analisi pushover
classica in controllo di spostamento conduce a risultati errati perché, come
mostra la figura 5.9, in fase di analisi spesso si impone uno schema di defor-
mata (quello tratteggiato) che in realtà non ha alcuna corrispondenza fisica

174



5.3 L’ANALISI PUSHOVER

Figura 5.9: confronto della deformata reale e della deformata
imposta nel controllo di spostamento.

con la deformata reale (quella continua): tuttavia, la possibilità di condurre
una analisi nella quale si controlli lo spostamento è il passo che permette di
arrivare a definire ulteriori possibili modi di procedere.

5.3.5. L’analisi pushover in controllo di risposta. Limitare la possibili-
tà di compiere analisi statica non lineare solo secondo le modalità classiche
in controllo di forza o di spostamento, conduce sempre a problemi nell’ese-
cuzione o nell’analisi dei risultati ottenuti: questo perché se da un lato, ese-
guendo il controllo di spostamento, l’analisi è compiuta imponendo una
deformata che non è quella reale, dall’altro, ovvero eseguendo il controllo
di forza, è impossibile andare ad analizzare la curva di capacità nei passi
successivi al valore di picco, ovvero si perde la totalità del fenomeno del
degrado.

Per ovviare a tali problematiche è stata proposta una ulteriore modalità di
analisi che prende il nome di response control. Il principio su cui tale modo di
procedere si basa è quello di fissare lo spostamento di un punto di controllo
della struttura in funzione del quale si calcola l’entità dei carichi applicati:
il vantaggio è quello di consentire che gli spostamenti di tutti gli altri nodi
siano liberi, ovvero non stabiliti a priori come nel caso del punto di controllo
ma funzione dei carichi applicati. Le fasi dell’analisi sono allora:
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• la determinazione dello spostamento del punto di controllo;
• il calcolo della risultante agente per ottenere quello spostamento;
• il calcolo degli spostamenti di tutti gli altri nodi conoscendo la forza

agente.

Il sistema numerico è vincolato da un lato dal valore del target displace-
ment del punto di controllo e dall’altro dalla forma dello schema di carico
utilizzato, che deve essere definito all’inizio dell’analisi. In funzione del pri-
mo vincolo è possibile calcolare l’entità della risultante agente sulla strut-
tura e quindi il moltiplicatore del carico orizzontale. Conoscendo poi la di-
stribuzione completa dei carichi è possibile ottenere gli spostamenti e gli altri
parametri significativi in tutti gli elementi della struttura.

5.3.6. Le evoluzioni proposte per l’analisi statica non lineare. Secondo
le prescrizioni delle normative vigenti, l’analisi pushover deve essere con-
dotta sottoponendo la struttura in esame ad uno schema di carichi orizzon-
tali di forma costante. Sia la distribuzione delle forze applicata che la va-
lutazione dello spostamento del punto di controllo sono basate sull’ipotesi
che nell’analisi è possibile trascurare i modi di vibrare oltre il primo e che la
deformata modale non vari al procedere del danneggiamento.

Studi recenti hanno però evidenziato come possano essere sollevati dei
dubbi sull’attendibilità dei risultati ottenuti attraverso l’analisi condotta in
maniera così convenzionale, legati ai seguenti aspetti:

• previsione poco accurata delle deformazioni nelle strutture dove
sono rilevanti in termini di massa partecipante i modi di vibrare
superiori;

• imprecisione nella localizzazione della concentrazione dei danni,
causa della variazione della risposta della struttura;

• incapacità della riproduzione degli effetti dinamici, dato che l’analisi
pushover convenzionale in quanto metodo statico non è in grado di
riportare le fonti di dissipazione dinamiche;

• difficoltà nella modellazione di effetti tridimensionali;
• impossibilità di descrivere le azioni di carico cicliche.

Partendo da tali constatazioni, sono stati condotti differenti studi per ot-
tenenere uno sviluppo del metodo migliorandone l’efficienza e portandone i
risultati ad avvicinarsi a quelli derivanti da una analisi dinamica non lineare.

Le soluzioni proposte a tali problemi sono state di due tipi: da un lato si è
assistito alla proposta di metodologie che tenessero in conto anche i modi di
vibrare superiori, dall’altro si sono sviluppate procedure che tenessero conto
del danneggiamento progressivo della struttura.

5.3.6.1. Le modalità di analisi pushover che tengono in conto anche i modi di vi-
brare superiori. Un primo approccio che consente di considerare anche i modi
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di vibrare superiori è la multi-modal pushover procedure (MMP) [30]: si tratta di
un metodo semplice ed efficiente che consiste nell’eseguire una serie di anali-
si pushover, ognuna caratterizzata da uno schema di carichi laterali che ripro-
duce di volta in volta l’andamento della deformata modale del modo che si
sta considerando. Seguendo tale modo di procedere, è possibile evidenziare
quale sia il modo più critico che causa il primo danneggiamento, mentre non
è possibile dedurre dalla serie di risposte ottenute indipendentemente quale
sia la risposta globale.

Per valutare l’entità della risposta globale dopo aver utilizzato un metodo
di analisi esattamente pari a quello proposto nella MMP è possibile utlizzare
la pushover results combination [21]; seguendo tale metodologia la risposta glo-
bale è data dalla opportuna combinazione delle risposte ottenute attraverso
le diverse analisi pushover: in particolare la risposta strutturale finale si as-
sume essere pari alla somma delle varie risposte pesate (utilizzando come
peso di ogni termine i rispettivi fattori di partecipazione modale).

Un’altra procedura simile, che si basa ancora sulla MMP, è la modal
pushover analysis [7]. Tale metodo prevede di operare sulle curve di capacità
ottenute dalle varie analisi per determinare per ogni modo in maniera sepa-
rata la deformazione di plasticizzazione ed i parametri di risposta. A questo
punto la domanda totale è ricavabile come combinazione secondo la regola
SRSS dei valori di picco di ciascun modo. Questo modo di procedere con-
sente di ottenere una buona vicinanza rispetto ai dati ottenuti con l’analisi di-
namica non lineare relativamente allo spostamento di piano rispetto alla base
ed allo spostamento interpiano che in genere sono parametri difficilmente
ottenibili attraverso analisi pushover.

Le analisi multi-modali costituiscono pertanto un’importante evoluzione
del metodo pushover tradizionale, tenendo in conto che spesso per ottenere
una corretta valutazione del problema è sufficiente considerare solo i primi
tre o quattro modi di vibrare.

5.3.6.2. Le procedure di pushover adattiva. I metodi che vengono comune-
mente definiti adattivi sono caratterizzati dalla particolare attenzione posta
nella variazione della resistenza locale della struttura e nel cambiamento
della forma dei carichi agenti indotte dalla progressiva accumulazione del
danneggiamento. In essi si tiene esplicitamente conto dei seguenti aspetti:

• la progressiva degradazione della rigidezza;
• l’allungamento del periodo proprio della struttura;
• l’influenza dei modi superiori.

I modelli adattivi sono accumunati, seppure nelle differenze delle diverse
formulazioni, dalla proposizione di uno schema di carico o di spostamenti
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iniziali che ad ogni passo viene aggiornato tenendo conto dei risultati del-
l’analisi condotta sulla struttura al passo precedente. Pertanto la particola-
rità dell’analisi è data dalla determinazione del carico orizzontale al passo
n-esimo.

Un primo metodo per il calcolo del vettore dei carichi orizzontali è quello
della sostituzione totale del vettore al passo n-1 con un altro vettore dato dal
prodotto del vettore di carico nominale P0 per il fattore di carico del passo n,
λn, per il vettore normalizzato di forma del carico al passo n, Fn:

(5.15) Pn = λnFnP0

Un altro metodo è invece quello della procedura incrementale del cari-
co, per il quale, partendo dal carico applicato al passo n-1, Pn−1, si somma
a questo il prodotto dell’incremento di carico del passo n-esimo ∆λn per il
vettore del carico nominale P0 per il vettore normalizzato di forma del carico
al passo n, Fn:

(5.16) Pn = Pn−1 + ∆λnFnP0

In generale il secondo metodo garantisce una stabilità del sistema migliore.

Il primo modello proposto che si basa su una procedura di determi-
nazione del carico totalmente adattiva è quello elaborato da Bracci [4]: in esso
si assume che il vettore di carico iniziale sia dato (in genere corrispondente
alla prima deformata modale, quindi triangolare) e che venga aggiornato at-
traverso degli incrementi calcolati in relazione al taglio agente alla base ed
agli spostamenti interpiano.

Il modello di Gupta e Kunnath [12], invece, fonda l’aggiornamento del
carico applicato su un’analisi delle caratteristiche dinamiche della struttura
al passo di interesse: pertanto viene dapprima eseguita una analisi modale al-
l’inizio di ogni passo (utilizzando i valori di rigidezza ottenuti a convergenza
nel passo precedente) e poi una analisi statica che combina opportunamente
gli effetti dei differenti modi di vibrare.

L’approccio di Requena e Ayala [27], invece, si basa sulla filosofia di ag-
giornare la forma del vettore incrementale di carico solo qualora al passo
precedente ci sia stata una o più plasticizzazioni.

Il modello di Elnashai [10] propone invece un algoritmo di analisi
pushover che sia allo stesso tempo completamente adattivo e multimodale: si
tiene in conto del danneggiamento attraverso un aggiornamento del vettore
di forze agenti e del periodo proprio ottenuto dall’analisi modale. Le caratte-
ristiche dinamiche della strutura sono ricavate ad ogni passo attraverso una
analisi modale della stessa valutando la matrice di rigidezza del passo.
Tale modello è stato sviluppato e testato attraverso l’implementazione nel
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programma di calcolo SeismoStruct da Antoniou e Pinho, che si sono occu-
pati di analisi pushover adattiva sia in controllo di forza che di spostamento
[2] [3].

Un’ultima proposta per l’analisi pushover adattiva è quella di Albanesi
[1] che propone un’approccio energetico al problema nella adaptive energy-
based pushover analysis tenendo in conto oltre che le forze d’inerzia del
problema anche l’energia cinetica sviluppata.

5.3.7. L’implementazione dell’analisi pushover. L’analisi pushover è
una modalità di analisi che può essere definita dalla seguente procedura:

• definizione del modello caricato con azioni gravitazionali e, se
adattiva, con le masse presenti;

• determinazione dello schema di carico laterale;
• calcolo della soluzione equilibrata ad ogni passo, che consiste a sua

volta in:
– applicazione del carico in forma incrementale;
– calcolo dell’operatore di legame tangente (matrice di rigidezza o

flessibilità a seconda dell’approccio con cui si voglia affronatare
il problema);

– calcolo degli spostamenti e delle deformazioni;
– calcolo delle azioni interne e delle sollecitazioni;

• determinazione della curva di capacità;

Si tratta di un metodo statico, visto che l’analisi dinamica è approssima-
ta attraverso una serie di analisi statiche per diversi valori di entità dell’in-
put, incrementale, dato che la forza o lo spostamento nodale assegnato sono
monotoni non decrescenti, ed iterativo: quest’ultimo aspetto caratterizza la
ricerca delle soluzioni ad ogni passo, dato che compiendo un’analisi non li-
neare, per raggiungere la soluzione è necessario ricorrere a metodi di analisi
iterativi.

5.3.8. L’utilizzo dell’analisi pushover. Il risultato di un’analisi statica
non lineare pushover è quello di fornire la curva di capacità, che può es-
sere vista come il parametro più rappresentativo del comportamento globale
della struttura: si tratta di una curva che lega il taglio alla base agente de-
terminato in una analisi statica passo-passo, con lo spostamento di un punto
di controllo. In ogni caso e per ogni tipo di struttura è possibile allora com-
piere una analisi di questo tipo, ideale per definire il comportamento anche
in campo non lineare di qualunque tipo di edifici.

Secondariamente, l’analisi pushover è un metodo molto utile e diffuso
per la verifica di edifici e molteplici normative, inclusa quella italiana, pre-
scrivono di eseguire verifiche strutturali ricorrendo a tale procedura.
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5.3.8.1. La verifica strutturale attraverso analisi pushover nelle prescrizioni del-
la normativa italiana. Il testo di rifermento per la descrizione della verifica di
edifici utilizzando analisi pushover è il Decreto del Presidente del Consiglio
dei Ministri n. 3274 del 2003.

Supponendo di aver compiuto una scelta opportuna del punto di control-
lo, così che esso sia rappresentativo dell’evolvere della deformazione e degli
spostamenti della struttura, per utilizzare i risultati dell’analisi per la verifica
è possibile procedere nel seguente modo:

• definizione di un sistema ad un grado di libertà con comportamento
bilineare che sia rappresentativo del sistema originario;
è lecito compiere tale operazione supponendo che sia possibile de-
scrivere compiutamente la struttura in funzione di un solo modo di
vibrare. Il metodo consiste innanzi tutto nel trasformare la curva di
capacità relativa al sistema reale analizzato nella curva di capacità di
un sistema ad un solo grado di libertà: è possibile compiere questo
passo dividendo i valori di ordinata e di ascissa della curva per il
coefficiente di partecipazione del primo modo di vibrare.

A questo punto è necessario ricondurre la curva di capacità ad
una curva bilineare equivalente. È possibile scegliere come taglio di
snervamento il taglio massimo ottenuto ed eguagliare le aree sottese
dalle due curve. Come rappresentato attraverso la figura 5.10, par-
tendo dalla curva di capacità ottenuta dall’analisi divisa per il fat-
tore di partecipazione, è possibile trovare la bilineare equivalente e
da questa i parametri del punto di snervamento definito dalle coor-
dinate Vy e ∆y.

• determinazione dello spostamento massimo del sistema equivalente
per lo stato limite che si sta considerando;
avendo ottenuto il periodo del sistema ad un grado di libertà rica-
vandolo dalla curva bilineare equivalente è possibile calcolare at-
traverso lo spettro di progetto in spostamento il valore dello spo-
stamento massimo, funzione del periodo proprio della struttura e
dello stato limite che si sta valutando.

• determinazione dello spostamento del sistema originale a più gradi
di libertà;
moltiplicando lo spostamento ottenuto per il sistema equivalente ad
un grado di libertà per il coefficiente di partecipazione del primo
modo di vibrare è possibile calcolare lo spostamento elastico del si-
stema a più gradi di libertà.
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Figura 5.10: determinazione della curva bilineare equivalente dalla
curva di capacità risultante.

• verifica dell’edificio;
se le ipotesi sulla cui base si è compiuta l’analisi sono state soddisfat-
te, si dispone di un valore dello spostamento del punto di controllo
per l’input sismico di progetto. Ritornando pertanto ai risultati del-
l’analisi pushover è sufficiente ricavare da questa i valori di interesse
relativi allo spostamento di progetto in termini di sollecitazioni e di
deformazioni e da queste eseguire la verifica sia degli elementi fra-
gili (in termini di resistenza) che degli elementi duttili (in termini di
duttilità).
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CAPITOLO 6

Le prove di analisi pushover

Gli elementi sviluppati, sia nella formulazione in piccoli spostamenti che
in quella in grandi spostamenti, sono stati utilizzati per compiere delle prove
pushover su telai in calcestruzzo armato.
I risultati ottenuti sono poi stati confrontati con quelli forniti da altri pro-
grammi di analisi non lineare per evidenziare analogie o differenze.

6.1. Le prove dell’elemento in piccoli spostamenti

I primi test compiuti sono stati quelli relativi all’elemento con nonlineari-
tà del materiale, ma formulato nell’ipotesi di piccoli spostamenti. Tali prove

Figura 6.1: effetto P − ∆ in un telaio.

sono servite a valutare la capacità di cogliere il valore del massimo taglio alla
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base del telaio sottoposto a forze orizzontali, tenendo ben presenti quelli che
sono i limiti della formulazione.
Il fatto che nell’ipotesi di piccoli spostamenti l’equazione di equilibrio sia
sempre calcolata relativemente alla configurazione indeformata, infatti, im-
pedisce di considerare l’effetto P − ∆ nella struttura: come illustra la figura
6.1, per spostamenti rilavanti ∆, anche il carico P interviene nel produrre
momento alla base.

Tale aspetto influisce particolarmente nei risultati ottenuti nel ramo di
degrado della curva di capacità, perché mentre nel caso reale si assiste ad
una rapida riduzione della resistenza a taglio, nel caso in piccoli spostameti
tale valore rimane pressoché costante.

Affinché dunque queste prove siano significative si sono eseguite analisi
facendo in modo che il momento del secondo ordine non fosse mai maggiore
del 10% di quello dato dalle forze orizzontali, ovvero, facendo riferimento
alla figura 6.1:

(6.1) P ∆ ≤ 0, 1 V h

6.1.1. La prova su un telaio ad una campata e un piano. La prima prova
è stata compiuta su un semplice portale ad una campata ed ad un piano.

6.1.1.1. Le caratteristiche geometriche. Come illustra la figura 6.2, dato l’o-
biettivo esemplificativo della prova, sono state scelte caratteristiche geome-
triche molto semplici, lontane da quelle caratteristiche di qualsiasi struttura
reale, considerando un’altezza pari a 10 metri e una lunghezza del traver-
so anch’essa pari a 10 metri. Le sezioni sono state scelte tenendo conto che
sia il carico orizzontale che quello verticale agiscono prevalentemente sulle
colonne a cui è stata assegnata una sezione maggiore (sezione A) rispetto alla
sezione del traverso (sezione B). Entrambe le sezioni poi sono state suddi-
vise in 100 fibre ed è stata assegnata l’armatura nella forma di quattro fibre
in prossimità di ciascun angolo (evidenziate in figura 6.2).

6.1.1.2. Le caratteristiche dei materiali. Per quanto riguarda i materiali,
sono stati scelti dello stesso tipo sia per le colonne che per il traverso e le
caratteristiche sono:

• Calcestruzzo
– tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

– coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
∗ E20 = 0.05
∗ Ets = 0.3
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Figura 6.2: telaio testato nella prima prova.

– tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confi-
namento σs,u = 374MPa

– percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.005
– passo delle staffe s = 0.2m
– altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

• Acciaio
– modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

– rapporto tra modulo elastico tangente massimo e snervato:
0.005

– tensione di snervamento: 400MPa

– parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo
legge del legame implementato:

∗ R0 = 20
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∗ a1 = 18.5
∗ a2 = 0.15
∗ a3 = 0
∗ a4 = 0

Non si è operata alcuna distinzione tra il calcestruzzo del copriferro e quello
della zona confinata.

6.1.1.3. Le prove eseguite. Sono state compiute più prove al variare del
numero di elementi utilizzati per modellare le colonne. Nella prima si è
utilizzato un solo elemento per descrivere l’intero pilasto, nella seconda si
sono utilizzati due elementi, suddividendo la colonna in due posizionando
un nodo in mezzeria, mentre nella terza prova si è ulteriormente suddiviso
l’elemento di base della seconda prova, come illustrato nella figura 6.3. Le

Figura 6.3: modellazione delle colonne nelle differenti prove,
utilizzando 1, 2 e 3 elementi.

prove eseguite utilizzando l’elemento sviluppato in piccoli spostamenti sono
poi state ripetute anche utilizzando SeismoStruct che considera invece una
formulazione in grandi spostamenti.

I carichi gravitazionali sono stati applicati soltanto nei nodi del traver-
so, diretti verso il basso e pari a 100kN . Relativamente ai carichi orizzontali,

186



6.1 LE PROVE DELL’ELEMENTO IN PICCOLI SPOSTAMENTI

invece, sono stati applicati in sommità ad una sola delle colonne, ma con mo-
dalità differenti relative alla natura incrementale di tale carico. Infatti, mentre
nel caso dell’elemento sviluppato si è assegnato il taglio sulla colonna at-
traverso la procedura dell’arclength, fissando il solo passo di carico, nel caso
di SeismoStruct si è scelta una modalità in controllo di risposta fissando il
carico orizzontale pari a 100kN .

Inoltre, per rispettare la condizione del punto (6.1) si è fatto in modo che
lo spostamento laterale del traverso non fosse molto maggiore di un metro.

6.1.1.4. I risultati ottenuti. I risultati ottenuti evidenziano come, sia utiliz-
zando SeismoStruct che l’elemento sviluppato in questo lavoro, la massima
ordinata della curva di capacità è fortemente legata al numero di elementi
utilizzati per modellare le colonne: all’aumentare di questo, infatti, il taglio
resistente diminuisce.

Si riportano di seguito le curve di capacità ottenute dalle prove, posizio-
nando a sinistra il risultato dell’elemento sviluppato ed a destra il risultato
di SeismoStruct nella stessa prova.
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Figura 6.4: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 1 elemento.
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Figura 6.5: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 2 elementi.
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Figura 6.6: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 3 elementi.
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Infine, nel seguente grafico (figura 6.7) si riportano tutte le curve di capa-
cità ottenute con Seismostruct e con l’elemento sviluppato in piccoli sposta-
menti.
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Figura 6.7: confronto delle curve di capacità ottenute con l’elemento
implementato (linee continue) e SeismoStruct (linee tratteggiate).

Come anticipato in precedenza le curve più alte sono quelle con un minor
numero di elementi.

6.1.2. La prova su un telaio ad una campata e tre piani. La seconda pro-
va pushover dell’elemento in piccoli spostamenti e legame non lineare è stata
eseguita su un telaio analogo a quello della prima prova ma composto da tre
piani.

6.1.2.1. Le caratteristiche geometriche. Come illustra la figura 6.8, si è ana-
lizzato un telaio di tre piani con altezza interpiano di 10 metri e una lunghez-
za del traverso anch’essa pari a 10 metri. Le sezioni sono state scelte come
nel caso precedente, avendo una sezione maggiore (sezione A) nelle colonne
e una sezione minore (sezione B) nel traverso.
Entrambe le sezioni poi sono state suddivise in 100 fibre ed è stata assegnata
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Figura 6.8: telaio testato nella seconda prova.

l’armatura nella forma di quattro fibre in prossimità di ciascun angolo (evi-
denziate in figura 6.8).

6.1.2.2. Le caratteristiche dei materiali. Per quanto riguarda i materiali,
sono stati scelti dello stesso tipo sia per le colonne che per il traverso e le
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caratteristiche sono:

• Calcestruzzo
– tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

– coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
∗ E20 = 0.05
∗ Ets = 0.3

– tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confi-
namento σs,u = 374MPa

– percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.005
– passo delle staffe s = 0.2m
– altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

• Acciaio
– modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

– rapporto tra modulo elastico tangente massimo e snervato:
0.005

– tensione di snervamento: 400MPa

– parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo
legge del legame implementato:

∗ R0 = 20
∗ a1 = 18.5
∗ a2 = 0.15
∗ a3 = 0
∗ a4 = 0

Anche in questo caso non si è fatto distinzione tra il calcestruzzo del copri-
ferro e quello confinato.

6.1.2.3. Le prove eseguite. Sono state compiute più prove al variare del nu-
mero di elementi utilizzati per modellare le colonne. Nella prima si è utiliz-
zato un solo elemento per descrivere l’intero pilasto, nella seconda si sono
utilizzati due elementi, suddividendo la colonna in due, mentre nella terza
prova si sono ulterirmente suddivisi gli elementi della seconda prova. Per-
tanto in questo caso l’ultima prova è stata compiuta suddividendo anche la
metà superiore delle colonne, per poter descrivere meglio il comportamento
del telaio anche nello spazio interpiano.

Le prove eseguite utilizzando l’elemento sviluppato in piccoli sposta-
menti sono poi state ripetute anche utilizzando SeismoStruct che considera
invece una formulazione in grandi spostamenti.

I carichi gravitazionali sono stati applicati soltanto nei nodi del traverso,
diretti verso il basso e pari a 100kN , per un totale di sei carichi gravitaziona-
li agenti (figura 6.8). Per quanto riguarda i carichi orizzontali, invece, sono
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Figura 6.9: modellazione delle colonne nelle differenti prove,
utilizzando 1, 2 e 4 elementi.

stati applicati in sommità alle colonne di una pilastrata con la stessa modali-
tà della prima prova. Questa volta lo spostamento massimo a cui si è spinta
l’analisi è stato di circa due metri.

6.1.2.4. I risultati ottenuti. In questa prova si è visto che uno spostamento
di due metri è già sufficiente ad evidenziare la differenza di degrado della
resistenza a taglio nella fase post-picco della storia di carico. Inoltre anche in
questo caso si è assistito ad un decremento del taglio massimo all’aumentare
del numero di elementi utilizzati per modellare le colonne.

Si riportano di seguito le curve di capacità ottenute dalle prove, posizio-
nando a sinistra il risultato dell’elemento sviluppato ed a destra il risultato
di SeismoStruct nella stessa prova.
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Figura 6.10: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 1 elemento.
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Figura 6.11: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 2 elementi.
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Figura 6.12: curve di capacità nel caso della modellazione delle
colonne con 4 elementi.

Nel grafico di figura 6.13 si riportano invece tutte le curve di capacità ot-
tenute con Seismostruct e con l’elemento sviluppato in piccoli spostamenti
per il caso del telaio a tre piani.

6.1.3. La prova di applicazione di due schemi di carico differenti su un
telaio a tre piani. La terza prova è stata fatta sottoponendo lo stesso telaio
della prova 2 a due differenti schemi di carico, uno uniforme e uno triango-
lare, per poterne apprezzare le differenze.

Ha senso fare le prove con le due distribuzioni perché si assume che la
prima, quella uniforme, proporzionale alla distribuzione delle masse nella
struttura, sia caratteristica di un telaio danneggiato soggetto ad azione sismi-
ca, mentre la seconda, quella triangolare, sia caratteristica di un telaio non
ancora danneggiato. L’ipotesi base dell’impiego di analisi statica pushover è
infatti che i punti ottenuti da analisi dinamica siano posti nella ragione com-
presa tra le due curve.

6.1.3.1. Le caratteristiche geometriche. Le dimensioni del telaio sono esat-
tamente quella adottate nella seconda prova, come illustra la figura 6.14. Le
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Figura 6.13: confronto delle curve di capacità ottenute con l’elemento
implementato (linee continue) e SeismoStruct (linee tratteggiate).

sezioni delle colonne e dei traversi sono ancora quelle descritte nella figu-
ra 6.8. La modellazione delle colonne è avvenuta descrivendo ogni altezza
interpiano utilizzando due elementi, ovvero ponendo un nodo intermedio a
metà dell’altezza di solaio.

6.1.3.2. Le caratteristiche dei materiali. Le caratteristiche dei materiali adot-
tate sono esattamente pari a quelle della seconda prova.

6.1.3.3. Le prove eseguite. Sono state eseguite delle prove di tipo pushover
utilizzando i telai e gli schemi di carico della figura 6.14. Si è utilizza-
to sia l’elemento sviluppato, nella formulazione in piccoli spostamenti, che
SeismoStruct comparando i risultati.

I carichi gravitazionali sono stati applicati come forze concentrate pari a
100kN nei nodi di estremità dei traversi, per un totale quindi di sei carichi
gravitazionali in entrambi i telai.

Relativamente invece ai carichi orizzontali di tipo incrementale, si sono
applicati nella forma di forze concentrate in corrispondenza dei tre solai.
Affinché le prove potessero essere confrontate si è fatto in modo che la risul-
tante fosse la stessa nei due telai; tuttavia si è cambiata la distribuzione di
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Figura 6.14: confronto tra i due differenti schemi di carico applicati
allo stesso telaio: schema di carico uniforme (a sinistra) e schema di
carico trinagolare (a destra).

forze, ponendo nel caso del primo telaio tre forze uguali pari a 100kN , men-
tre nel caso del secondo telaio tre forze pari a 50kN , 100kN e 150kN rispetti-
vamente dal basso verso l’alto.

6.1.3.4. I risultati ottenuti. I risultati della prova mostrano che la curva di
capacità ottenuta utilizzando lo schema di carico triangolare è caratterizzata
da una ordinata minore rispetto a quella ottenuta con una distribuzione uni-
forme. Questo si è riscontrato sia in SeismoStruct che nell’elemento sviluppa-
to ed è ragionevole considerando che nel caso triangolare la risultante delle
forze ha un braccio di leva maggiore rispetto agli incastri di base (figura 6.15).

In secondo luogo si è evidenziato come il comportamento dell’elemen-
to sviluppato in piccoli spostamenti sia notevolmente differente rispetto a
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quello dell’elemento di SeismoStruct (che invece tiene conto della nonlinea-
rità geometrica) nella valutazione del degrado della curva di capacità (figu-
ra 6.16). Avendo infatti spinto questa volta l’analisi fino a valori molto al-
ti di spostamento, i grafici mostrano come la risposta data dall’elemento
svilluppato non risenta affatto del fenomeno P − ∆.
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Figura 6.15: confronto tra i risultati della prova pushover con i due
schemi di carico, triangolare (curve superiori) e uniforme (curve in-
feriori); a sinistra i risultati dell’elemento sviluppato, mentre a destra
i risultati di Seismostruct.
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Figura 6.16: confronto tra i risultati dell’elemento sviluppato (linea
continua) e quelli di SeismoStruct (linea tratteggiata).
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6.2. Le prove dell’elemento in grandi spostamenti

Le prove dell’elemento in grandi spostamenti sono state compiute per
determinare la capacità di descrivere la fase di degrado della struttura, nella
quale la diminuzione del taglio resistente è determinata sia dalla nonlinearità
del materiale che dalla nonlinearità geometrica.

6.2.1. La prova su una mensola. La prima prova eseguita è consistita in
una prova pushover in controllo di spostamento su una mensola.

6.2.1.1. Le caratteristiche geometriche. Le prove sono state compiute su una
mensola le cui caratteristiche geometriche son quelle descritte nella figura
6.17. L’altezza della mensola è di 21 metri, mentre la sezione è uniforme per
l’intera altezza e caratterizzata da una base di 0.8 metri e da un’altezza di 1.3
metri. La sezione è stata suddivisa in 130 fibre orizzontali, ognuna di altezza

Figura 6.17: struttura sulla quale sono state eseguite le prove di
analisi pushover in controllo di spostamento.

pari ad 1 cm. Si sono disposte 6 fibre di armatura, corrispondenti a circa il
4, 5% dell’area della sezione, ponendone i due terzi simmetricamente ad una
distanza pari a circa 60 cm dal baricentro della sezione e il rimanente terzo a
circa 20 cm dal baricentro della sezione.
Lo spostamento è applicato in sommità nella direzione caratterizzata dalla
maggiore inerzia della sezione.
In generale la prova pushover in controllo di spostamento può causare errori
nella valutazione della capacità strutturale perché si impone arbitrariamente
la deformata dell’edificio; in questo caso, però, dato che si considera una sola
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massa soggetta ad una forza orizzontale posta in corrispondenza del nodo
libero della mensola, è possibile ritenere attendibili i risultati relativi alla ca-
pacità della struttura.

6.2.1.2. Le caratteristiche del materiale. Le caratteristiche del materiale sono:

• Calcestruzzo
– tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

– coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
∗ E20 = 0.05
∗ Ets = 0.3

– tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confi-
namento σs,u = 374MPa

– percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.005
– passo delle staffe s = 0.2m
– altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

• Acciaio
– modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

– rapporto tra modulo elastico tangente massimo e snervato:
0.00005

– tensione di snervamento: 400MPa

– parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo
legge del legame implementato:

∗ R0 = 20
∗ a1 = 18.5
∗ a2 = 0.15
∗ a3 = 0
∗ a4 = 0

Anche in questo caso non si è fatto distinzione tra il calcestruzzo del copri-
ferro e quello confinato.

6.2.1.3. Le prove eseguite. L’estremo libero è stato caricato con una forza
verticale pari a 1000kN e sono state compiute delle prove al variare del
numero di elementi utilizzati per modellare la mensola:

• 5 elementi
• 10 elementi
• 20 elementi
• 50 elementi

Potendo confrontare in questo caso la formulazione di due programmi di cal-
colo sviluppati entrambi in grandi spostamenti, sono state condotte le analisi
spingendo il nodo controllato della struttura fino a valori di δ pari a 4 metri.
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6.2.1.4. I risultati ottenuti. Si riportano nelle figure 6.18-6.22 il raffron-
to delle curve di capacità ottenute eseguendo l’analisi pushover con Seis-
moStruct e con l’elemento sviluppato in grandi spostamenti con il legame
dei materiali.

Si sono avuti problemi di convergenza sia nel corso dell’analisi compiuta
con l’elemento sviluppato sia con quella compiuta con SeismoStruct. Tali pro-
blemi sono evidenziati graficamente dall’andamento frastagliato della curva
ed in linea di massima sono più rilevanti all’aumentare del numero di ele-
menti con i quali si compie l’analisi; d’altro canto però in genere si tratta di
difficoltà transitorie che vengono superate col procedere dell’analisi. Da que-
sto punto di vista SeismoStruct si è dimostrato più vulnerabile (figure 6.20,
6.21 e 6.22) rispetto all’elemento sviluppato (figura 6.22).

D’altro canto la figura 6.18 evidenzia come l’elemento sviluppato sia del
tutto incapace di descrivere il problema in oggetto di studio utilizzando un
solo elemento: si ha infatti una curva di capacità totalmente lontana da quel-
lo che può essere considerato un andamento fisicamente ragionevole del
taglio alla base in funzione dello spostamento in sommità. Tale debolezza
era già emersa nelle prove dell’elemento in grandi spostamenti con legame
elastico e presumibilmente è dovuta allo schema di integrazione lungo lasse
dell’elemento, che è compiuta utilizzando una integrazione numerica alla
Cavalieri-Simpson con tre punti soltanto.

Inoltre, confrontando l’andamento delle curve di capacità dell’elemen-
to sviluppato in funzione del numero di elementi utilizzati per modellare
la mensola (figura 6.23, nella quale il taglio decresce all’aumentare del nu-
mero di elementi utilizzati), è possibile vedere che nel tratto di curva che
segue immediatamente il punto di picco si ha il progressivo accentuarsi di
un fenomeno di localizzazione all’aumentare degli elementi usati. Passan-
do dalle curve superiori a quelle inferiori, infatti, questo è evidenziato dal-
la variazione del flesso nella zona post-picco che culmina nei problemi di
convergenza del caso con cinquanta elementi.
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Figura 6.18: confronto delle curve di capacità utilizzando Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e l’elemento sviluppato (linea continua)
modellando la mensola con un solo elemento.
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Figura 6.19: confronto delle curve di capacità utilizzando Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e l’elemento sviluppato (linea continua)
modellando la mensola con cinque elementi.
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Figura 6.20: confronto delle curve di capacità utilizzando Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e l’elemento sviluppato (linea continua)
modellando la mensola con dieci elementi.
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Figura 6.21: confronto delle curve di capacità utilizzando Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e l’elemento sviluppato (linea continua)
modellando la mensola con venti elementi.
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Figura 6.22: confronto delle curve di capacità utilizzando Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e l’elemento sviluppato (linea continua)
modellando la mensola con cinquanta elementi.
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Figura 6.23: confronto delle curve di capacità utilizzando l’elemento
sviluppato al variare del numero di elementi utilizzati (non è stata
riportata la curva della prova con un solo elemento).
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6.2.2. La prova su un telaio ad un piano e una campata. La seconda pro-
va è stata eseguita utilizzando l’elemento sviluppato in grandi spostamenti
con legame del materiale per eseguire una prova pushover in un portale.

6.2.2.1. Le caratteristiche geometriche. Le caratteristiche geometriche della
struttura sono molto simili quelle della prova del paragrafo 6.1.1 e sono ri-
portate nella figura 6.24. L’unica differenza riguarda la sezione del traverso
che in questo caso è uguale a quella delle colonne.

Figura 6.24: telaio testato nella prova pushover applicando
l’elemento formulato in grandi spostamenti.

6.2.2.2. Le caratteristiche dei materiali. Per quanto riguarda le caratteristi-
che dei materiali, sono stati scelti materiali uguali sia per le colonne che per
il traverso. Rispetto al caso del paragrafo 6.1.1, l’unica differenza è stata, nel-
la definizione delle caratteristiche dell’acciaio, la riduzione del rapporto tra
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modulo elastico tangente massimo e snervato; tale variazione è stata fatta per
mettere in risalto la degradazione della struttura riducendo l’incrudimento
dell’acciaio:

• Calcestruzzo
– tensione massima di resistenza a compressione: 30MPa

– coefficienti per calcolo moduli tangenti da Ec:
∗ E20 = 0.05
∗ Ets = 0.3

– tensione caratteristica a rottura dell’acciaio delle staffe di confi-
namento σs,u = 374MPa

– percentuale geometrica armatura trasversale ρsw = 0.005
– passo delle staffe s = 0.2m
– altezza calcestruzzo confinato: h = 0.15m

• Acciaio
– modulo elastico tangente all’origine: 200GPa

– rapporto tra modulo elastico tangente massimo e snervato:
0.00005

– tensione di snervamento: 400MPa

– parametri per il calcolo della deformazione plastica secondo
legge del legame implementato:

∗ R0 = 20
∗ a1 = 18.5
∗ a2 = 0.15
∗ a3 = 0
∗ a4 = 0

Non si è operata alcuna distinzione tra il calcestruzzo del copriferro e quello
della zona confinata.

6.2.2.3. Le prove eseguite. È stata eseguita una prova pushover consideran-
do il portale composto da 8 elementi nelle colonne e 5 elementi nel traverso,
considerando di avere un’armatura pari al 1% della sezione in ogni spigolo
della stessa e caricando i nodi di estremità del traverso con una forza ver-
ticale di 100kN . È stata poi compiuta una prova in controllo di risposta in
SeismoStruct impostando una forza orizzontale pari a 100kN ed uno sposta-
mento trasversale di 2.8 metri, mentre con l’elemento sviluppato la prova è
stata compiuta utilizzando l’arclength.

6.2.2.4. I risultati ottenuti. Il sistema è risultato essere abbastanza insta-
bile sia se affrontato con l’elemento sviluppato, per il quale è stato necessario
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calibrare l’analisi variando alcuni parametri che governano la procedura nu-
merica dell’arclength per ottenere convergenza, che con SeismoStruct, per il
quale è stato necessario rilassare le condizioni di convergenza per riuscire
a descrivere tutta la curva di capacità riportata. Nonostante i problemi di
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Figura 6.25: confronto della curva di capacità ottenuta con Seis-
moStruct (linea tratteggiata) e con l’elemento sviluppato (linea
continua).

riscontrati, la figura 6.25 evidenzia come le curve di capacità siano prossime
tra loro.
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Conclusioni

I risultati ottenuti applicando gli elementi nonlineari sviluppati per l’a-
nalisi strutturale sono soddisfacenti.
Sebbene in alcuni casi particolari si abbiano problemi di convergenza, è
risultato possibile superare tali difficoltà intervenendo sui parametri che
disciplinano le modalità numeriche di analisi.

Inoltre è stata considerata una validazione degli elementi sviluppati il fat-
to che altri programmi di analisi strutturale nonlineare forniscano gli stessi
risultati per i medesimi problemi.

Evidentemente tale lavoro deve considerarsi perfettibile ed il migliora-
mento riguarda essenzialmente due aspetti, il primo legato alle caratteristi-
che di stabilità e robustezza degli algoritmi, il secondo legato all’estensione
della classe di problemi che gli elementi sono in grado di affrontare.
Riguardo al primo punto è possibile procedere attraverso:

• il ricorso a forme di integrazione numerica più raffinate che consen-
tano di cogliere meglio il comportamento strutturale anche model-
lando le travi con un solo elemento

• l’implementazione di procedure di controllo numerico della fase di
softening nella legge costitutiva dei materiali

Riguardo invece al secondo problema è possibile concentrarsi in particolare
su:

• l’implementazione del problema in grandi spostamenti anche nel
caso di rotazioni finite e deformazione a taglio non nulla

• la valutazione del problema di trave utilizzando un modello costitu-
tivo del materiale non lineare tridimensionale
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